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RESUMO

Este trabalho foi desenvolvido através de uma pesquisa bibliografica sobre os
mosaicos. Sua histéria, obras e o artista M.C. Escher sdo estudados e,
principalmente, sua ligacdo com a Matematica. Conceitos geométricos como
poligonos regulares, angulos, nés, arestas, rotacdo, translacdo, e outras
transformacdes do plano sdo explorados e aplicados na pavimentacdo do
plano. Algumas atividades para se trabalhar o tema em sala de aula s&o
propostas.

Palavras-Chave: Geometria; Pavimentacéo; Mosaico; Matematica; Escher.
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INTRODUCAO

Embora a Geometria tenha ficado muito tempo relegada a segundo
plano, seu ensino tem sido objeto de pesquisa ativa, tanto do ponto de vista de
como se constréi esse conhecimento, quanto do ponto de vista de seu ensino
seguir a pedagogia ativa, quando os trabalhos ligados a seu ensino com 0 uso
da tecnologia.

Mesmo a partir dos PCNs, a proposta de um ensino integrado com as
outras areas da matematica quando como aplicacdo a outros campos do
conhecimento e a realidade do aluno, trouxe a geometria para o lugar que ela
realmente merece.

Pensando nisso, no desinteresse dos alunos e em suas dificuldades em
Matematica, a autora se viu motivada a trabalhar conteddos geométricos
contextualizados com situagbes cotidianas de forma a contribuir para o
processo de ensino-aprendizagem.

N&do ha davidas de que os mosaicos encantam muita gente. Além de
chamar atencdo por sua beleza artistica, pela histoéria que carrega e tantos
detalhes, hd uma estrutura mateméatica extremamente rica que pode ser usada
na sala de aula como um excelente suporte para o professor.

O presente trabalho tem como obijetivo sugerir maneiras do professor de
Matematica da Educacdo Basica poder utilizar o mosaico e as pavimentacfes
do plano como motivacao para o trabalho de Geometria em sala de aula e em
conjunto com professores de Artes e de Histéria.

No Capitulo 1 sera falado do mosaico na arte ao longo de todos esses
anos, desde as primeiras obras que se tém noticias, ou seja, sera feita uma
viagem no tempo tomando conhecimento de sua historia e importancia.

No Capitulo 2 sera explorada a estrutura matematica presente nos
mosaicos. Isto &, sera feito um estudo sobre a pavimentacdo do plano com
poligonos regulares, abordando conceitos geométricos como ponto, aresta,
vértice, angulos, poligonos, etc., incluindo as configuragdes que pavimentam o
plano.

Através de um estudo sobre translacdo, rotacdo, reflexdo e algumas
combinac¢des dessas transformacgfes no plano serdo mostradas, no capitulo 3,

outras maneiras de pavimenta-lo que € usando simetrias.
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Biografia e obras de M.C. Escher, bem como sua ligacdo com a
Matematica serdo abordadas no Capitulo 4. Nesse também serdo encontradas
propostas de atividades para serem aplicadas em turmas da Educacédo Bésica.

Nas consideragfes finais serd falada a importancia de fazer esse
trabalho, que podera servir como subsidio para o professor de Matematica, e
assuntos de Geometria que podem ser abordados com mosaicos. Sera
sugerido um projeto para ser realizado em conjunto com professores de outras

areas.

CAPITULO 1. MOSAICO NA ARTE

Para a construcdo desse capitulo a autora se baseou em Mucci (1962, p.
19-108) e Sander (2012, p.5-57).

Mosaico € a arte de criar imagens com uma montagem de pequenos
pedacos de vidro colorido, pedra ou outros materiais (SANDER, 2012, p.5).

Até os dias atuais, a origem da arte musiva ainda € uma incégnita.
Todavia, as obras mais antigas que se tem conhecimento foram encontradas
na antiga cidade de Ur, na Mesopotamia. Elas correspondem a um periodo de
aproximadamente 3.500 anos a.C. e retrata costumes e cenas da vida
sumeriana. Além dos sumerianos, os caldeus também usavam dessa arte na

decoracao de paredes.

Figura 1 — Artefato conhecido como o “Estandarte de Ur”

Fonte: Ensinar Historia.
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A primeira assinatura reconhecida de um mosaicista (“Gnosis created”,
do grego “I'NQzIZ ENOHZEN") refere-se ao famoso mosaico grego “uma cacga
ao veado”, do final do século IV a.C., sendo esse um detalhe do chdo da Casa
da Abducédo de Helen, em Pella (Macedbnia). Outros mosaicos desse século

também s&o encontrados nessa regido, na cidade de Aegae.

Figura 2 — Mosaico do final do século IV a.C., “Uma cacga ao veado”

Fonte: Furman University Scholar Exchange.

No século Il a.C., a arte do mosaico foi expandida pela bacia do
Mediterraneo, devido ao surgimento de escolas no Antigo Egito. Motivos eram
usados na decoracédo de sarcéfagos, paredes e capitéis.

Na Grécia eram feitos pisos em mosaico e, embora essa arte tenha se
desenvolvido ali do século IV ao | a.C. (periodo helenistico), é do século | a.C.
ao século VI d.C. (periodo de dominacdo romana) que ela evoluiu.

Sé&o achados dessa época: o “Mosaico de Alexandre”, piso originario da
Casa do Fauno, em Pompéia; “Os musicos ambulantes” e “A consulta”,
assinados por Dioscorides de Samos, encontrados na Villa de Cicero, também
em Pompéia; o mosaico de um golfinho da “Casa do Tridente”, em Delos; e as
de Sosos de Pérgamo, “Doves drinking from a bowl!”, que inspirou “As pombas
de Plinio”, encontrada em Vila Adrianino, e “asarétos oikos (The unswept
floor)”, decoragao que retrata restos de comida no chdo de uma sala de jantar

(triclinium) depois de um banquete.
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Figura 3 — (a) “A consulta”, de Dioscorides de Samos. (b) “O Mosaico de Alexandre”, piso da
Casa do Fauno

Fonte: (a) My Favourite Planet. (b) ArteRef.

Segundo Mucci (1962, p.30), em nenhum outro lugar como na antiga
Roma, a decoragdo em mosaico foi tdo largamente usada. Comecgou no L&cio,
no século | a.C., em murais, painéis transportaveis, pisos e fontes, e estendeu-
se a todo Império, sendo encontrada em termas, residéncias de luxo e edificios
publicos.

O mundo greco-helenistico influenciou Roma artistica e culturalmente e,
com isso, sua arte ndo foi independente até meados do século | a.C., quando
houve uma busca por sua autenticidade. Entre os séculos | e Il d.C. a arte
romana atingiu seu desenvolvimento mor.

A obra mais antiga, conhecida como “Nile Mosaic of Palestrina”, era
parte do piso de uma gruta artificial e representa o curso do rio Nilo desde a

Eti6pia ao mar Mediterraneo, bem como o culto a Isis e Osiris.
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Figura 4 — “Nile mosaic of Palestrina”

Fonte: An Archaeological World.

Na Pompéia, na entrada das residéncias tanto dos poderosos quanto do
povo, foram encontrados mosaicos “cave canem” que continham a figura de um
cachorro acorrentado, como aviso da presenca de um cao de guarda (mesmo
guando esse ndo existia), servindo para espantar possiveis intrusos. Também
era comum encontrar, no centro dos quartos de dormir (cubiculum), uma
decoracao no piso representando o retrato de uma mulher, que provavelmente
era a dona da casa (domina). Nas paredes e pisos das salas de jantar
(triclinium) motivos de esqueletos representavam a morte. A filosofia Epicurista
prescrevia esquecer na mesa 0s problemas da vida olhando para a imagem
macabra da morte, por isso 0 costume de ter esse tipo de decoracdo. (MUCCI,
1962, p.32)

Os mosaicos de Ostia mostram a evolucdo dessa arte romana. Eles
pavimentavam pisos e paredes e eram inspirados em deuses, criaturas
mitolégicas, formas geométricas, flores, peixes e outros animais marinhos,
cenas de pesca e do cotidiano.

As Termas de Caracalla e o Palacio de Domiciano também foram
ornados com mosaicos (geométricos e de escudos de amazonas,
respectivamente). Entretanto, devido a importancia de seus valores artisticos
(livre de influéncias) e amplitude de superficie decorada, o lugar onde houve
maior concentragdo da arte romana foi Piazza Armerina, na Sicilia. A Villa

Romana del Casale foi pavimentada por mestres e operarios mosaicistas, cada
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um responsavel por determinado(s) cobmodo(s). Hércules, suas vitimas, animais
como lobos, lebes, tigres etc, cena de caca tropical e ballet aquatico foram
temas de decoracao. As principais obras sédo Labours of Hercules, Little Hunt,

Great Hunting Scene, Circus Scene e Bikini Girls.

Figura 5 — (a) Parte do mosaico “Great Hunting Scene”. (b) “Bikini Girls”, mosaico que retrata
mulheres de biquini praticando esporte

B
Fonte: (a) Ancient World Magazine. (b) Sicily On My Mind.

Motivos romanos foram achados em outras regiées além do Império, isto

(O

[...] em todo lugar onde viveu uma comunidade romana, surgiram
obras musivas descrevendo cenas de caga, lembrando paisagens,
fixando episddios de batalhas, ou simplesmente enriquecendo, de
formas geométricas, pavimentos de “Triclinia’, de Termas e de
Templos. (MUCCI, 1962, p.30)
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Sao exemplos: “The Circus Games Mosaic”, descoberto em Ainay Lyon,
o painel “Sacrificio de Ifigenia”, que é copia de uma pintura grega do século IV
a.C., encontrado em Ampurias (Gerona); e “The Four Seasons”, em Villa Zliten

(Léptis Magna).

Figura 6 — Obras (a) “The Four Seasons”. (b) “Sacrificio de Ifigenia”

Fonte: (a) Pinterest. (b) Visit Museum.

A arte do mosaico sofreu algumas mudancas no periodo paleocristdo
(século 1l - V d.C.), deixando de retratar o mundo pagéo e passando a algo que
convidava a devocdo, que ilustrava a nova fé. A principio era usada em
catacumbas, mas depois comecou a ornar paredes e tetos de basilicas.

Tal arte foi encontrada em Roma, no Mausoléu de Santa Costanza e na
Basilica de Santa Pudenciana; no Vaticano, na Basilica de Sdo Pedro e na
Tumba dos Julli (Mausoléo M); em Mildo, nas Basilicas de S&o Lourenco e de
Santo Ambrosio; em Aquileia, na Basilica de Santa Maria Assunta; em
Albenga, no batistério da cidade; em Grado, nas Basilicas de Santa Maria da
Graca e de Santa Eufemia; e em Ravena, nas Basilicas de Santo Apolinario
Novo, de Sao Vital e de S&do Jodo Evangelista, no Mausoléu de Gala Placidia,
nos Batistérios Neoniano e Ariano, e na Capela Arcebispal. As obras de alguns
dos lugares citados acima, executadas antes do século IV, foram as poucas
gue restaram apods as guerras e invasdes dos barbaros.

Outra regido que teve sua arte muito afetada por ataques inimigos (entre
outros aspectos) foi o Oriente. Achados desse periodo sdo os motivos da
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Basilica da Natividade, em Belém; os da Igreja de S&o Lot e S&o Procdpio, em
Khirbet al-Mukhayyat (perto do Monte Nebo); o Mosaico dos Passaros, em
Jerusalém; e os da Antidquia.

Entre o final do século V e o inicio do VI a Basilica Vrina Plain foi
construida em Butroto, na Albania, e teve seu chdo pavimentado com mosaico
que representava o paraiso de Deus na terra através de motivos de arvores,
flores, passaros, criaturas maritimas etc. Na mesma época, porém estendendo-
se ao século VIII, a cidade de Madaba (Jordéania) foi um importante centro da
arte do mosaico. Segundo Sander (2012, p. 37), 0 Mapa de Madaba é a mais
antiga representacéo da Terra Santa.

No periodo Bizantino, que teve inicio na segunda metade do século VI, o
mosaico cristao alcancou seu maior desenvolvimento, influenciou a arte de
outras regibes e foi amplamente usado em todo o mundo, podendo ser
apreciado até hoje em Roma, Ravena, Veneza, Constantinopla, Monreale,
Cefall, Jerusalém, Isldo, Russia, dentre outros. Além de decorar Basilicas,
também Mesquitas, edificios, exteriores, moveis, caixas etc. foram ornados

com mosaico.

Figura 7 — Capela Palatina de Palermo

Fonte: Editora Mundo e Missao.
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Essa arte entrou em decadéncia no século XV, sendo substituida quase
totalmente por outros tipos, como a pintura e a escultura, que atendiam as
exigéncias da arquitetura do renascimento da Europa. Até o século XIX valores
e caracteristicas das obras musivas se perderam em meio a tentativas de
representar pinturas em mosaico, principalmente na Italia, Inglaterra e Franca
(MUCCI, 1962, p.81). Entretanto, alguns artistas renascentistas como Paolo
Uccello e Luigi di Pace preservaram as velhas técnicas.

Sabe-se que foram usados mosaicos na ornamentacdo de edificios
islamicos em Bukhara (século XVI-XVII), na Mesquita Shah em Isfahan (séc.
XVII) e na Basilica de S&o Pedro no Vaticano (séc. XVII-XIX).

Figura 8 — Mosaico da Basilica de Sdo Pedro, no Vaticano, que é replica da pintura “A
Transfiguragdo” de Raphael Sanzio

Fonte: Pinterest.

Notaveis mosaicos do século XIX incluem os de Edward Burne-Jones
em St. Paul's Within the Walls, em Roma (SANDER, 2012, p. 57). Nessa
mesma época a arte de heranca greco-romana passou a ser usada na
pavimentacdo de calgcadas em Portugal. Com motivos de diferentes formas,
inclusive geométricas, esse tipo de decoracado chega ao Rio de Janeiro (Brasil)

no inicio do século XX, espalhando-se por toda cidade e também pelo pais.
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Figura 9 — (a) Calcada da Avenida Rio Branco, no Rio de Janeiro. (b) Largo S&o Sebastido, em
Manaus.

Fonte: (a) O Globo. (b) Blog do Claudemir Andrade.

O retorno da arte do mosaico, segundo Mucci (1962),

[...] caracteriza-se por seu sentido de aplicacéo ilimitado; o gosto pela
decoracdo musiva ndo é mais restrito aos edificios sacros, como
aconteceu nos periodos paleocristdo e bizantino, mas estendeu-se
livremente a todo panorama arquitetdnico moderno. (p.105)

Escolas especializadas em mosaico surgiram e artistas como o espanhol
Santiago Padros Elias, a norte-americana Sonia King, o brasileiro Marcelo de
Melo, o mexicano Diego Rivera, a britAnica Emma Biggs e o francés Jean René
Bazaine contribuiram para o renascimento e continuacdo dessa arte. Mais
ainda, ela vem sendo usada como meio de expressao artistica por toda parte

do mundo em suas mais variadas formas.
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Figura 10 - (a) Cupula da Basilica do Valle de los Caidos, por Satiago Padrés Elias. (b)
“Running Rug” de Marcelo Melo. (c) “Spinoff’ de Sonia King

Fonte: (a) Fundacion Nacional Francisco Franco. (b) Mosaicos do Brasil. (c) Sonia King Mosaic
Artist.

CAPITULO 2. PAVIMENTACOES DO PLANO

As sec¢des deste capitulo foram baseadas em Barbosa (1993, p. 3-35).

Quando um conjunto finito de poligonos cobre uma regido poligonal
simples fechada do plano sem que haja superposi¢cdo ou lacunas, temos uma
pavimentacao parcial do plano.

Ao aumentar a superficie de uma pavimentacdo parcial do plano, a partir

do acréscimo indefinido de poligonos, sem que haja superposicdo ou lacunas,
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obtemos uma pavimentacdo do plano. Como a superficie do plano é infinita e
pavimenta-la por completo € impossivel, podemos obter uma pavimentacao
ideal do plano. Assim, se um conjunto de poligonos cobre o plano sem que

haja vazios e nem justaposi¢éo, esse conjunto é uma pavimentacdo do plano.

2.1. Alguns conceitos

Chamamos os vértices dos poligonos de nés da pavimentacdo, e 0s
lados de arestas. A configuracdo ordenada de poligonos ao redor de um né é
denominada arranjo.

Uma pavimentacdo € lado-lado se toda aresta é lado comum a dois
poligonos. Ela € dita arquimediana se todos 0s nos dispdem o0 mesmo numero
de arestas concorrentes e platdbnica se todos os poligonos tém o mesmo

namero de lados e também é lado-lado e arquimediana.

Figura 11 — (a) Pavimentacéo lado-lado. (b) Pavimentac&o arquimediana. (c) Pavimentacdo
platénica

né

no
aresta

aresta aresia no

a b c

Fonte: Autoria prépria.

Se a pavimentacédo é platdnica, porém todos os poligonos ao redor de
um nd sdo sempre oS mesmos e na mesma disposicdo, dizemos que ela é
uniforme. Assim, uma pavimentacao €é dita k-uniforme se apresenta k tipos de
arranjos.

Neste trabalho abordaremos todas as pavimentagGes do tipo 1-uniforme
e alguns exemplos do tipo 2-uniforme. Para um estudo mais profundo sobre as

pavimentacgdes k-uniformes consulte Silva et al. (1994).
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2.2. Pavimentacdo com poligonos regulares de um unico tipo

Como vimos anteriormente, para que uma pavimentacdo do plano
aconteca os poligonos ndo podem sobrepor-se e nem deve haver espacos
entre eles. Assim, para que haja uma pavimentacdo, a soma de todos 0s
angulos internos dos poligonos regulares ao redor de um n6 deve ser 360°
(LOURENCO, 2014, p. 22).

Observe a figura abaixo:

Figura 12 — Poligono com angulo interno

Fonte: Autoria prépria.

O angulo central x de qualquer poligono regular de n lados é x =

360°/n1 e seu angulo interno i = 2y. Como a soma dos angulos internos de

um tridngulo é 180°, temos que:

. 360° 180°-n—360°
x+ 2y =180°= 2y = 180° —x =i = 180° — =>i= "
. (n—=2)-180°
>i=—
n

Supondo que p poligonos regulares congruentes se ajustam ao redor de

um ponto, devemos ter p-i = 360°. Mas i = m entao:
(n—2)-180° 260 360° - n 2'n
[ —_} ° = = = .
n P=tm—2)-180° =~ P7hn—2

1DOLCE, O., POMPEO, N. Fundamentos da Matematica Elementar, v.9, Sdo Paulo: Atual
Editora.
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Todavia, p = 3, pois com apenas 1 ou 2 poligonos ao redor de um no
ndo ha pavimentacdo, dado que ndo existem poligonos regulares com angulos

internos maiores ou iguais a 180°.
Assim, 2= >30u2n>3(n—2)=>2n-3n2 -6 =>n<6.

Logo, os possiveis valores de n sdo 3, 4, 5 e 6.

Quando n =3, temos ngza Portanto, podemos ajustar seis

tridngulos equilateros ao redor de um ponto.

Figura 13 - (a) Triangulos equilateros ao redor de um ponto. (b) Pavimentag&o por triangulos
equilateros

a b

Fonte: Autoria propria.

Quando n = 4, temos p = 2;2 = g = 4. Portanto, podemos ajustar quatro

NS

K

quadrados ao redor de um ponto.

Figura 14 — (a) Quadrados ao redor de um ponto. (b) Pavimentac&o por quadrados

——————————————————
..................

a b

Fonte: Autoria prépria.
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Quando n =5, temos p = % = ? = 3,3333.... Portanto, ndo podemos

ajustar pentdgonos regulares ao redor de um ponto, pois p tem que ser um

ndmero inteiro.

Figura 15 — Pentagono regular (ndo pavimenta o plano)

Fonte: Autoria prépria.

Quando n = 6, temos p = ? = % = 3. Portanto, podemos ajustar trés

6—2

hexagonos regulares ao redor de um ponto.

Figura 16 — (a) Hexagonos regulares ao redor de um ponto. (b) Pavimentagéo por hexagonos

------------------

-------

a

Fonte: Autoria prépria.

Assim, os triangulos equilateros, os quadrados e 0s hexagonos
regulares sao os unicos poligonos regulares que formam pavimentacdes de um

s0 tipo, sendo estas arquimedianas, uniformes e platbnicas.
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2.3. Padrbes regulares e duais

Nas figuras 17a, 17b, 17c e 17d sao apresentadas pavimentaces com
tridngulos equiladteros e quadrados, respectivamente. Entretanto, podemos

observar que os padrdes dessas pavimentacdes diferem entre si:

Figura 17 — (a) e (b) PavimentacBes com triangulos equilateros. (c) e (d) PavimentagGes com
quadrados
v AV4 \/ !

Fonte: Autoria prépria.

Ao marcarmos o0s pontos médios dos lados dos poligonos que
concorrem em um né qualguer, chamamos de figura-vértice o poligono que
possui esses pontos médios como vértices.

Observe quais poligonos encontramos como figuras-vértice dos padrdes

abaixo:

Figura 18 — (a) Quadrados. (b) Triangulos isésceles. (c) Hexagonos regulares. (d) Trapézios
isésceles

|
a b

Fonte: Autoria prépria.

Dai, um padrdo de pavimentacdo é padrdo regular se, e sO se, as
figuras-vértice do padrao séo poligonos regulares.

Assim sendo, os padrdes das figuras 8a e 8c sao regulares e os das
figuras 8b e 8d sdo padrdes nao regulares.

Ja na pavimentacdo com hexagonos regulares, os padrdes também séo

regulares, pois qualquer figura-vértice é triangulo equilatero.
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Observe as pavimentagbes que obtemos ao fazer todas as figuras-
vértice no padrao regular de triangulos equilateros, quadrados e hexagonos
regulares, respectivamente:

Figura 19 — (a) Pavimentagdo com hexagonos regulares e triangulos equilateros. (b)
Pavimentacao de quadrados com padréo regular. (c) Pavimentagdo com tridangulos equilateros
e hexagonos regulares

Fonte: Autoria propria.

Por haver semelhanca entre os padroes regulares dos triangulos
equiladteros e os dos hexagonos regulares em relacdo as figuras-vértice, a
esses chamamos afins e, portanto, aos padrbes regulares de quadrados auto-
afins.

Para obter os padrdes duais dos padrdes regulares com triangulos
equilateros, quadrados e hexagonos regulares, tracamos as arestas
correspondentes a cada dois pontos centrais contiguos, portanto
perpendiculares aos lados:

Figura 2021 — (a) Padrbes (3, 3, 3, 3, 3, 3) e (6, 6, 6). (b) Padréo (4, 4, 4, 4)

L
[
I

B Car S I O

=< =-=-%-==

RS

- - -—-1--

L
[
I
1
[

L--o--{--o--|--o--

Fonte: Autoria prépria.
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Do padréo (3, 3, 3, 3, 3, 3) obtemos o padréo dual (6, 6, 6) e do padrao
(6, 6, 6) obtemos o padrédo dual (3, 3, 3, 3, 3, 3). Logo, esses padrdes sao
chamados duais-reciprocos. Enquanto que do padrao (4, 4, 4, 4) obtemos o

padrdo dual (4, 4, 4, 4), ou seja, esse padrao é auto-dual.

2.4. Pavimentacdo com poligonos regulares de diferentes tipos

Se p poligonos regulares se ajustam ao redor de um ponto e, como 0

triangulo equilatero é o poligono regular que possui 0 menor angulo interno

= 6. Ou seja, podemos reunir seis triangulos

; . 360°
(60°), o maior valor de p € —

equilateros ao redor de um ponto, como ja visto. Além disso, p = 3, 0 que

implica3 <p < 6.
Vejamos caso por caso:

1°. caso: 3 poligonos regulares (p = 3)

Seja n, 0 nimero de lados dos poligonos regulares e i, o angulo interno

de cada um desses poligonos. Da sec¢éo 2.2 temos:

(n, —2)-180° 180°n, — 360° 360° 2
= = = 180° =180°-(1——).

i = = —
4
n ny n,

p Ny

Sabemos que a soma dos angulos internos dos p poligonos ao redor do

né deve ser igual a 360°. Portanto, parap = 3,

2 2 2
180° - (1 ——) + 180° - (1 ——) + 180° - (1 ——) = 360°
ny n, ns

2 2 2 2 2 2
:>(1——)+<1——)+(1——)=2:>3 ————— 23
ny n; ns ny n; nj

1 1 1 1 1 1 1
:>—2-(—+—+—)=2—3:>—+—+—:—. (2.1)
ng n, ny ng np nz 2

Para encontrar as solugbes da equacdo (2.1), vamos primeiramente
suporn; < n; < ns.

Como n; < n, < n; temos que
1 1 1 _ 1 3

1
—_—t—t—> - —>—->21n, <6.
n on, ong 2 ng 2 °
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Entretanto, como n, representa o numero de lados de um poligono

regular, o menor valor que n, assume € 3. Logo, 3 < n; < 6.
De (2.1) também obtemos:
1 1 (n,—2)

—+—=—=.(2.2)
n, ng 2ny

Como n, < nz, entédo
1 1 -2 2 (n-2) 4n,
—_—

—+—2= —=>—>n, < ———. (23
le Tl2 2n1 nz an nz (Tll - 2) ( )

Vejamos, agora, as possiveis solu¢des da equagéao (2.1):

Quando n; = 3, ou seja, um dos poligonos é um triangulo equilatero,
obtemos de (2.2) que:
1 1_(3—2) 1 1 1 1 (n,—6)

J— J— —_————— ) — =

nz TL3 2 - 3 n3 6 nz n3 6n2

Portanto, n, > 6, pois, caso contrario, n, ou n; seria negativo ou nulo (o
gue nao pode ocorrer dado que estes representam numeros de lados de um
poligono).

Pela equacéo (2.3), temos n, < é—f; >n, < 12.

Logo, 7 < n, < 12.

Lembrando que n,, € inteiro, fazendo os devidos calculos encontramos:

Tabela 1 — Solugbes da equacéo (2.1) paran; = 3

ny nz ns
7 42
8 24
9 18
10 15
12 12

W W w w w

Fonte: Autoria prépria.
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Quando n; = 4, ou seja, um dos poligonos € um quadrado, obtemos de

(2.2) que:
11 2 1 1 1 1 (np—4)
n, ng 8 mng 4 mn, ng  4n,

Portanto, n, > 4.

4X4

Pela equacéo (2.3), temos n, < @2

=>n, <8.
Logo, 5 <n, <8.

Lembrando que n,, € inteiro, fazendo os calculos devidos encontramos:

Tabela 2 — Solugbes da equacéo (2.1) paran; = 4

ny n; nj

4 5 20
4 6 12
4 8 8

Fonte: Autoria prépria.

Quando n; =5, ou seja, um dos poligonos € um pentagono, de (2.2)

obtemos:

1 1 (-2 1 3 1 1 (3n,-10)
—+—= S>S—=—-——=-——"2
le Tl3 2 - 5 n3 10 nz n3 10n2

Logo, n, = 4. Porém, n; < n,. Entdo assumimos n, > 5.
4Xx5
Por (2.3), temos n, < G =>n, < 6.

Como n, € inteiro, fazendo os calculos devidos encontramos:

Tabela 3 — Solugbes da equagédo (2.1) paran; =5

ny ny; nsg

5 5 10

Fonte: Autoria prépria.

Quando n; = 6, ou seja, um dos poligonos é um hexagono, obtemos de

(2.2) que:

1 1 6-2 1 1 1 1 (n,-3)
e —_—= —_————_— — = —
le Tl3 26 n3 3 nz n3 3112



Portanto, n, > 4. Como n; < n,, assumimos n, = 6.

Mas, por (2.3), n, < % =>n, <6.

Logo, n, = 6 e, consequentemente, n; = 6, formando assim o arranjo ja

visto de trés hexagonos ao redor de um né.

2°. caso: 4 poligonos regulares (p = 4)
Nesse caso, os poligonos terdo n,, n,, n; e n, lados. Entao,

2 2 2 2
1800'(1 ——) + 1800'(1 ——)-i— 1800'(1 ——>+ 180°'<1 ——) = 360°
n1 le n3 n4

S(1-D)+(1-D)+(1-)+(1-)=2ma- T LTy

ny n, ns Ny ng N, N3z Ny

1 1 1 1 1 1 1 1
iﬂ(—+—+—+—%ﬂ—4i—+—+—+_21Q@

ng N, Nz Ny ng N, MNg Ny

Suponha que n; < n, < nz < ny.
Como n; < n, < ny < n, tiramos de (2.4) que:

1 1 1 1 4
—t—+—+—21>—=>21=>n <4
n, ng ng My ny

Mas n; = 3. Entdo, temos que n; =3 en,; = 4.
Da equacédo (2.4) também econtramos:

1 1 1 n,—1
—+—+—=LL—l@m
Ny, N3 Ny nq

Como n, < ny < n, tiramos de (2.5) que:

N, Ny Ny ny n; ny (n,—1)
3x3
(3-1)
3x4
(4-1)

=>n, <4.Masn, <n,,entdon, =3 oun, = 4.

Sen1=3,n2S

Sen, =4,n, < = n, < 4. Porém, n, < n,, entdo n, = 4.

Vejamos esses subcasos:

Quando n;, =3 e n, =3, ou seja, dois dos poligonos séo triangulos

equilateros, substituindo esses valores em (2.4) temos:
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1 1 1 1 1 2 1 1 3n3—2n;-3 1 (ng—3)

—t-+t—F+—=12—=1--——>—= —= :

3 3 ng ny Ny 3 ng ny 3ng Ny 3ng
Dain324.

Como n; < ny, de (2.5) temos

1,1,1. 6-1D_2 2 1 e
—t—+— 5> —>——== .
3, ns 3 =3 3 3

Logo, 4 < njz < 6.

Como n, € inteiro, fazendo os devidos calculos encontramos:

Tabela 4 — Solugbes da equacédo (2.4) paran; =3 en, =3

ng Ny Nz Ny
3 3 4 12
3 3 6 6

Fonte: Autoria prépria.

Quando n; = 3 e n, = 4, ou seja, um poligono € um triangulo equilatero

e 0 outro € um quadrado, ao substituir esses valores em (2.4) encontramos:
1+1+1+1 ) 7+1+1 ) 1 5 1 1 (5n3—12)
-+-4—t—=129—=+F—F—=12—-=—-——=—
3 4 ng ny 12 n3 ny ng, 12 n; ny 12n4

Assim, n; > 3. Entretanto, n, < nz, entdo assumimos n; > 4.
Como n; < ny, de (2.5) temos

1 1 1 3-1) 2 2 1 2 5
i > e
4 ns ns 3 ns 3 4 ns 12

Portanto n; = 4.

Logo, encontramos:

Tabela 5 — Solugdes da equagédo (2.4) paran, =3 en, =4

ng Ny Nz Ny

3 4 4 6

Fonte: Autoria prépria.

Quando n, =n, =4, ou seja, dois poligonos sédo quadrados, da

equacao (2.4) temos:
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Dai n; > 3. Mas n, < n, entdo n; > 4.
Como n; < n,, da equacao (2.5) temos
1 1 1 4—-1 2 3 1
_ (-

e — > > —2>-—=-=n; <4
4 ng ng 4 n; 4 4 3

Consequentemente, n, = 4, 0 que resulta na configuracdo j4 vista de

quatro quadrados ao redor de um noé.

3°. caso: 5 poligonos regulares (p = 5)

Sejam n4, n,, n3, n, € ng 0 nUmMero de lados desses poligonos. Temos:

1800-[(1-%)+(1-n32)+(1—n33)+(1—n34)+(1-n35)]=360°

(2 (BB (Do) -

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1
>5-—"——————- —:2:>—2-( ):2—5
ng n, nz N4 Ng

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 3 5 3 10
—+—+—+—+—>2->—>-=>n <—
nn n n, ng ng 2 ng 2 3

Isso implica em n; < 3.

Como o menor numero de lados de um poligono regular é 3, entdo n, >
3. Assim, n, = 3.

Substituindo em (2.6):
1 1 1 1 3 1 1 1 1

1 7
_—t—t—t— = s — 4 — 4+ — 4 —=—. (27
n2n3n4n523n2n3n4n56()

Como n, < n; < n, < ng, encontramos
1+1+1+1>7 4>7 <24
—t—F+—F—>->>—>->n, < —.
n2n2n2n26n2627

Logo, n, < 3. Mas n, = 3, entdo n, = 3.
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Substituindo em (2.7), temos:
1 1 1 1 7 1 1

1 5
—+—+—+—=—>—+—+—=—. (2.8)
3 n3 ng ngs 6 mng ng, ng 6

Como n; < n, < ng, teremos que
1,115 3.5 18
ny n3 n3 6 nsg 6 5
Assim, n; < 3. Porém, sabemos que n; = 3. Logo, n; = 3.
Substituindo o valor encontrado em (2.8):
trtr > r t 5 1t 1.1 1
3 n, ngy 6 ng, ng 6 3 n, ng 2
Como n, < ns, segue que
l+l21:>£21:>n4,s4.
ng ng 2 ng 2

Entdo, 3 <n, < 4.
1

Se n, =3,temos§+nis=%:nis=%—§=>n5 =6
Se n, =4,temos%+nis=%:nis=%—i=>n5 =4
Portanto:
Tabela 6 — Solugbes da equacéo (2.6)
nyg n, ns Ny Nng
3 3
3 3 3 4 4

Fonte: Autoria prépria.

4°, caso: 6 poligonos regulares (p = 6)

Essa configuracao foi estudada anteriormente. E um arranjo que envolve
um so tipo de poligonos regulares, o triangulo equilatero.

Como visto no inicio dessa se¢do, o maior valor que p assume € 6.
Portanto, ndo existe configuracao possivel para p = 7 e uma outra maneira de
verificar isso é dar continuidade aos céalculos acima, o que fica como sugestéao

de atividade.
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Ao todo, encontramos 14 possibilidades de configuragcées. Vejamos
quais pavimentam o plano.

2.4.1. Analisando as possibilidades

As configuragdes (3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9, 18) e (3, 10, 15) possuem
um tridngulo equiladtero cada, que chamamos de triangulo ABC na figura 21.
Embora a soma dos angulos internos dos poligonos ao redor do né C dé 360°,
isso ndo acontece ao redor dos nos A e B ao tentarmos pavimentar o plano.
Podemos observar que ou a soma é menor que 360°, ficando assim uma
lacuna entre os poligonos, ou ela é maior e os poligonos se sobrepéem.

Portanto, essas configuracdes ndo pavimentam o plano.

Figura 22 — (a) Configuracéo (3, 7, 42). (b) (3, 8, 24). (c) (3, 9, 18). (d) (3, 10, 15)

7
C
C
8 24
@) 42) (8) (24)
A . A =
a b
C C
(9) (18) (10) (15)
A B A =
[ d

Fonte: Autoria prépria.

Observe as seguintes figuras:
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Figura 23 — (a) Configuracéo (4, 5, 20). (b) Configuracéo (5, 5, 10)

(20) (20)

72°

a

Fonte: Autoria propria.

Como 72° e 36° ndo sao angulos internos dos poligonos que
correspondem a tais configuracdes, essas também nao pavimentam o plano.
Assim, das configuracdes encontradas anteriormente, 8 pavimentam o

plano e séo elas:

Tabela 7 — Configurag6es que pavimentam o plano

N° | ny, n, ng ng ng
1|3 12 12

2|4 6 12

314 8 8

4 13 3 4 12
5|13 3 6 6
6|3 4 4 6
713 3 3 3
8|13 3 3 4 4

Fonte: Autoria prépria.

2.4.2. Pavimentando o plano

Da configuragdo numero 1 da tabela 7 temos os arranjos (3, 12, 12), (12,
3, 12) e (12, 12, 3), que geram o0 mesmo padrao (observe a figura 23a). Isso
também ocorre ao pavimentarmos o plano com 0s possiveis arranjos das
configuracbes de numero 2, 3 e 7 da referida tabela (figuras 23b, 23c e 23d).

Entdo, podemos escolher apenas um arranjo de cada configuracdo para nos
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referirmos aos padrdes gerados, por exemplo, (3, 12, 12), (4, 6, 12), (4, 8, 8) e
(3, 3, 3, 3, 6). Como cada um desses arranjos sozinho pavimenta o plano,

essas pavimentacdes sdo do tipo 1-uniformes.

Figura 24 - (a) (3, 12, 12). (b) (4, 6, 12). (c) (4, 8, 8). (d) (3, 3, 3, 3, 6)
- v -
[ & &
a b

HE H B | >/\>\/<>/\/\/
H H B ) A
(NN

HE H B NN/

llle<\/\>@Y

5 B N INININ/
HE E N YAVAVAVAR VAN

c d

Fonte: Autoria prépria.

Ao tentarmos pavimentar o plano com o0s possiveis arranjos da
configuracdo numero 4 da tabela 7 encontramos dois padrées e, assim como
fizemos anteriormente, aqui escolhemos os arranjos (3, 3, 4, 12) e (3, 4, 3, 12)
para nos referirmos a tais padrdes.

Na figura 24a, fazemos o arranjo (3, 3, 4, 12) ao redor do n6é A, mas para
gue o padrao se repita em B devemos inverter seu sentido.
Consequentemente, temos 3 triangulos equilateros de vértice comum C e,

assim, ndo é mais possivel esse arranjo. Logo, (3, 3, 4, 12) sozinho né&o
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pavimenta o plano, sendo entdo necessario combina-lo com o arranjo (3, 3, 3,

3, 3, 3) (figura 24b). A pavimentacao formada € do tipo 2-uniforme.

Figura 25 - (a) Arranjo (3, 3, 4, 12). (b) Combinacédo dos arranjos (3, 3, 4, 12) e (3, 3, 3, 3, 3,
3)

a

Fonte: Autoria prépria.

Note que o padréo obtido na figura 24b é mesmo padréo da figura 23b

com o arranjo (4, 6, 12).

Na figura 25a, fazemos o arranjo (3, 4, 3, 12) ao redor do né A e, quando
repetido ao redor de B, no mesmo sentido, obtemos o ponto C e ao redor
desse, necessariamente, teremos o arranjo (3, 4, 6, 4). Portanto, (3, 4, 3, 12)
sozinho ndo pavimenta o plano. Se continuarmos o padrdo desta figura
veremos que a combinacdo dos arranjos (3, 4, 3, 12) e (3, 4, 6, 4) também néo
pavimenta o plano, uma vez que 30° ndo € angulo interno de nenhum poligono
desses arranjos. Contudo, € possivel a combinacao de (3, 4, 3, 12) com (3, 12,

12), como vemos na figura 25b. Essa pavimentacéo é dita 2-uniforme.
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Figura 26 — (a) Arranjo (3, 4, 3, 12). (b) Combinacéo dos arranjos (3, 4, 3, 12) e (3, 12, 12)

| n o
30°
: | M o
c
B
| n i
a b

Fonte: Autoria prépria.

Da configuragdo nuamero 5, os arranjos (3, 3, 6, 6) e (3, 6, 3, 6)
pavimentam o plano (os demais geram 0S mesmos padrdes que esses
citados).

Como podemos ver na figura 26, o arranjo (3, 3, 6, 6) sozinho nao
pavimenta o plano, pois ao fazé-lo ao redor dos nés A e B obtemos 3 tridangulos

equilateros com vértice comum C e dai ndo é mais possivel 0 mesmo arranjo.

Figura 27 — Configuracao (3, 3, 6, 6)

) '
Fonte: Autoria prépria.

Porém, se combinarmos (3, 3, 6, 6) com o arranjo (3, 3, 3, 3, 3, 3), bem
como com (3, 6, 3, 6), encontraremos padrbes que pavimentam o plano. Tais

pavimentagdes sdo do tipo 2-uniforme. Veja:
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Figura 28 — (a) Combinac&o dos arranjos (3, 3, 6, 6) com (3, 6, 3, 6). (b) (3, 3, 6, 6) com (3, 3,
3,3,3,3)

/X

a b

Fonte: Autoria prépria.

Como podemos observar abaixo, o arranjo (3, 6, 3, 6) pavimenta o plano

sozinho. Logo, temos uma pavimentagéo 1-uniforme.

Figura 29 — Pavimentac&o do plano com o arranjo (3, 6, 3, 6)

A_A_A_/
XX X
KX X
X X X

Algumas possibilidades dos arranjos da configuracdo 6 formam o padrao
do arranjo (3, 4, 4, 6) e outras o de (3, 4, 6, 4).
Na figura 29a, fazemos o arranjo (3, 4, 4, 6) ao redor de um no A e, para

Fonte: Autoria prépria.

gue este se repita ao redor de B, invertemos seu sentido e obtemos o n6 C ao
redor do qual necessariamente teremos o arranjo (3, 4, 6, 4). Logo, (3, 4, 4, 6)
s6 pavimenta o plano se combinado com (3, 4, 6, 4), formando assim uma
pavimentacdo 2-uniforme. A combinacdo desses dois arranjos gera dois

padrdes, como podemos ver nas figuras 29b e 29c.
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Figura 30 — (a) Arranjo (3, 4, 4, 6). (b) e (c) padrBes obtidos da combinacéo de (3, 4, 4, 6) com
(3,4,6,4)

b c

Fonte: Autoria prépria.

Sozinho o arranjo (3, 4, 6, 4) pavimenta o plano, e essa pavimentagao &

1-uniforme.

Figura 31 — Pavimentac&o do plano com o arranjo (3, 4, 6, 4)

A

Fonte: Autoria propria.
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Por fim, da configuracdo numero 8 temos que as possibilidades de
arranjos geram os mesmo padrdes que (3, 3, 3, 4, 4) ou (3, 3, 4, 3, 4). Tais
arranjos pavimentam o plano tanto sozinhos, formando pavimentacdes 1-
uniforme (figuras 31a e 31b), quanto quando combinados entre si, formando
pavimentagdes 2-uniforme (figuras 31c e 31d).

Figura32-(a) (3, 3, 3,4, 4). (b) (3, 3, 4, 3, 4). (c) e (d) Padrdes obtidos da combinacéo de (3,
3,3,4,4)com (3, 3,4,3,4)

Fonte: Autoria prépria.

Das configuracfes estudadas nessa secéo vimos que 8 delas, sozinhas,
pavimentam o plano. Da sec¢do 2.2 temos que outras 3 também o fazem. Logo,
concluimos que existem 11 pavimentagdes do tipo 1-uniforme.

Embora tenhamos estudado apenas alguns exemplos de pavimentagcao
do plano com combinacdes de dois arranjos, em Grimbaum e Shephard (1987)

podemos ver que existem 20 pavimentagdes do tipo 2-uniforme.
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO PLANO

Chama-se transformacéo rigida (ou isometria) qualquer mapeamento
do plano R? sobre si mesmo que preserva todas as distancias entre pontos.

Translacado, rotacdo, reflexdo e reflexdo deslizante sdo, assim como a
combinacéo delas, sdo transformacgdes que nos permitem pavimentar o plano.

E isso que vamos estudar neste capitulo.

3.1. Entendendo alguns conceitos

Essa secao foi baseada em Yaglom (1962, p. 15-48).

Seja P um ponto qualquer e ¥ um vetor fixo de comprimento MM’
(mdédulo de ), ambos no plano. Seja o ponto P’ tal que o segmento PP’ tem
comprimento ||7|| e direcdo ¥ (figura 32). Dizemos que o ponto P’ é obtido do
ponto P por uma translagcdo na direcdo e sentido de ¢ através de uma

distancia equivalente a ||7]|.

Figura 33 — Translag&o de um ponto P por um vetor fixo

Fonte: Autoria propria.

Uma translacdo ndo tem pontos fixos, isto €, ao levar um ponto P a um
ponto P’ nenhum ponto é deixado no lugar de P. Entretanto, se o vetor é 0, este

deixa cada ponto em seu lugar. Essa transformacao é chamada identidade.

Figura 34 — Translag&o dos pontos P e Q por um vetor fixo

o
'\_\__-' W
Q
- a
o -l L

Fonte: Autoria prépria.
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Dizemos que uma figura A’ € obtida de uma figura A por uma translacao
se todos os pontos da figura A séo levados a pontos que estdo a uma distancia
igual a ||7]| deles, na direcao de 7, formando assim a figura A’. Ou seja, todos
0s segmentos de linha que unem pontos correspondentes nas figuras A e A’

sao paralelos, tém a mesma direcao e sentido e 0 mesmo comprimento.

Figura 35 — Translag&do uma figura A por um vetor fixo

Fonte: Autoria prépria.

De igual modo, também podemos obter a figura A de A’, ou os pontos P
e Q de P’ e Q, respectivamente, através de uma translacdo na direcdo de M'M,

isto &, no sentido - v.

Suponha agora que uma translacdo leve o segmento PQ de A ao
segmento P’'Q° em A’. Temos que esses segmentos sdo paralelos, seu
comprimento € o mesmo e eles tém a mesma dire¢cdo. Seja A” uma outra
figura, gerada pela translacdo que leva o segmento P'Q" ao seu
correspondente em A”, ou seja, ao segmento P”’Q”, tal que esses também séo

paralelos, iguais e ttm a mesma direcdo. Observe:

Figura 36 — Composicao de translacao

M

Fonte: Autoria prépria.
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Existe uma translacao que leva A em A”, uma vez que os segmentos PQ
e P’Q” dessas figuras sdo correspondentes, tém a mesma dire¢do, sdo iguais
em comprimento e paralelos. Entdo, qualquer sequéncia de duas translactes
pode ser substituida por uma Unica translacao (figura 35). Em outras palavras,
a composicao de duas translacdes € uma translacao.

Sejam os pontos P e P'. Se O € o ponto médio do segmento PP’,
dizemos que P’ € obtido do ponto P por uma meia-volta (180°) sobre ponto O
(chamado o centro de simetria). O inverso também vale, ou seja, através de

uma meia-volta de P’ sobre o ponto O obtemos P.

Figura 37 — Ponto obtido por uma meia-volta em relacéo ao centro de simetria

Fonte: Autoria prépria.

Dizer que P’ é simétrico a P com respeito ao ponto O ou que o ponto P’
€ obtido de P por uma reflexdo no ponto O sdo outras maneiras de se referir a

essa transformacéo.
Considere A uma figura. Outra figura A’ é formada a partir de uma meia-
volta do conjunto de todos os pontos de A sobre um ponto O. De igual modo,

uma figura A é formada a partir da meia-volta do conjunto de todos os pontos

de A’ sobre um ponto O.

Figura 38 — Figura obtida por uma meia-volta em relag&o ao centro de simetria

Fonte: Autoria prépria.
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Dizemos que um ponto P’ no plano é obtido do ponto P por uma rotagédo
com centro O e angulo de rotagéo 6, 0 < 6 < 360°, quando dados os pontos O
e P e um angulo 6 na direcdo horaria ou anti-horaria, P’ é o ponto tal que
quando OP é girado através de 8, OP coincide com OP’.

Figura 39 — Rotacéo do ponto P em torno de O através do angulo 6

Fonte: Autoria prépria.

Da mesma maneira, obtemos a figura A’ da figura A por uma rotacéo de

todos os pontos de A em torno de um ponto O através de um angulo 6.

Figura 40 — Rota¢&o de uma figura A em torno de O através do angulo 0

Fonte: Autoria prépria.

Inversamente, a figura A pode ser obtida de A’ por uma rotagéo em torno

do mesmo centro O e angulo 8, porém na diregdo oposta, ou seja, com angulo
de rotacéo 360° — 6.

Sejam os pontos P e P’ e uma reta r no plano. Se o segmento PP’ é
dividido ao meio por r e, mais que isso, se r é perpendicular a esse segmento,

entdo dizemos que o ponto P’ € a imagem do ponto P por uma reflexdao na reta
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r (chamada eixo de simetria) (figura 40a). Portanto, dizemos que P’ & simétrico
a P com respeito a uma reta r se P’ € imagem de P. Se isso acontece, entédo
inversamente P é imagem de P’ em r. Do mesmo modo podemos dizer que
pares de pontos sdo imagens uns dos outros em uma dada reta.

Uma figura A’ € imagem de uma figura A por reflexdo em r quando todos
os pontos da figura A’ sdo imagens de todos os pontos da figura A por uma

reflexdo em r. O inverso também vale (figura 40b).

Figura 41 — Reflexdo (a) de um ponto e (b) de uma figura sobre uma reta

Fonte: Autoria prépria.

Seja um ponto P. Como ja visto, podemos obter sua imagem P’ por uma
reflexdo na reta r. Fazendo a translagdo de P’ por uma distancia x na direcéo
de r, obtemos P”. Logo, dizemos que P” é obtido do ponto P por uma reflexdo
deslizante, isto &, pela combinacdo de uma reflexdo em uma reta r com uma
translacdo através de uma distancia x paralela a r (figura 41a). Também
podemos obter a reflexdo deslizante pela combinacdo feita na ordem
translacdo de P através distancia x na diregao de r obtendo P’1 e reflexdo de P’1
na rta r obtendo sua imagem P”.

De igual forma, podemos obter uma figura A” de uma figura A por uma

reflexao deslizante (figura 41b).
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Figura 42 — (a) Reflexdo deslizante de um ponto. (b) Reflex@o deslizante de uma figura

Fonte: Autoria prépria.

Inversamente, o ponto P pode ser obtido do ponto P” bem como a figura
A pode ser obtida de A” por uma reflexdo deslizante com o mesmo eixo de

simetria r, porém com direcao de translacéo oposta.

3.2. Simetrias

A presente secéo e suas subsecdes foram baseadas em Beyer (1998, p.
64-199).

Quando uma figura é repetida formando um padréo, temos uma simetria.
Essa simetria pode ser unidimensional (também chamada de simetria linear, de
borda ou de friso), se a figura € repetida em apenas uma direcdo, sendo
movimentada na vertical, horizontal, ou diagonal; ou bidimensional (simetria de
papel de parede), se a figura é repetida em ambas as dire¢des, cobrindo uma
superficie.

Seguem alguns exemplos:
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Figura 43 — (a) Friso de arquitetura islamica. (b) Parede com friso em arabe. (c) Papel de
parede. (d) Piso vitoriano com friso

= i‘- pA
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Fonte: (a) RGBStock. (b) Para Viagem. (c) Tenstickers. (d) iStock.

De acordo com Beyer (1998, p. 70, tradugdo nossa), as isometrias
vistas anteriormente e suas combinagOes geram 7 simetrias lineares e 17
simetrias bidimensionais. Juntas elas sdo base para todos os padrbes de
decoracao de superficie.

Grinbaum e Shephard (1986) e Beyer (1998) fazem estudos completos
sobre essas simetrias. Nas seguintes subsecfes mostrarei apenas algumas
das simetrias lineares e bidimensionais geradas pelas isometrias ja

enunciadas, deixando a critério do leitor se aprofundar nesse assunto ou nao.
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3.2.1. Criando padrdes com algumas simetrias lineares

A figura sob a qual serdo aplicadas as transformacdes a fim de obtermos
simetrias e, assim, padrbes € chamada figura primaria. Embora ela possa
assumir outras formas, usarei um quadrado em todos que serao trabalhados, a

fim de simplificar a visualizag&o.
Comecando pela translacéo, quando se trata de simetrias lineares essa

transformacao pode ocorrer na horizontal ou na vertical, formando assim dois

padrdes diferentes. Na figura 43, a seta indica a diregdo. Veja:

Figura 44 — (a) Simetria linear de translacdo (horizontal). (b) Simetria linear de translacdo
(vertical).

A‘\ ) f - \ 3
a

Fonte: Adaptacéo de Beyer (1998, p.182). Carlos e Breda (2017, p.87).

Através da simetria linear de meia-volta também encontramos dois
diferentes padrdes: um quando o centro de simetria, através do qual a figura
sera girada, estd em uma das laterais, e 0 outro quando o centro esta no topo

ou na base.

Figura 45 — (a) Simetria linear de meia-volta: lado girado. (b) Simetria linear de meia-volta:
fundo girado

Fonte: Adaptacdo de Beyer (1998, p.185).
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No caso da reflexdo deslizante pode-se encontrar até 4 padrdes
dependendo da ordem em que as transformacfes forem executadas (a figura
primaria pode ser deslizada na vertical, na horizontal ou na diagonal). Segue

um deles:

Figura 46 — Simetria linear de deslizamento vertical com reflexao horizontal

K

I |

A

Fonte: Adaptacéo de Beyer (1998, p.187).

Seguem alguns exemplos de arte onde foram usadas simetrias lineares

para a obtencéo de padrdes:

Figura 47 — (a) Friso com simetrias de translagdo e meia-volta. (b) Friso com simetrias de
translacéo, reflexdo deslizante e meia-volta. (c) Friso com simetrias de translacéo e reflexdo
vertical. (d) Friso com simetrias de translacdo e reflexdo horizontal

Fonte: Mathematical Association of America.

3.2.2. Criando padrdes com simetrias bidimensionais

Na translacdo a figura primitiva é repetida continuamente pelos lados,

para cima e para baixo, preservando a mesma dire¢ao.
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Figura 48 — Simetria bidimensional de translacéo
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Fonte: Adaptacao de Beyer (1998, p.83).

7

Para criar um padrédo de simetria por meia-volta € preciso ter duas
figuras primarias?, ou seja, € preciso ter uma telha (figura obtida da primaria
guando esta passa por uma transformacéo). Pode-se encontrar varias simetrias
por rotacdo em meia-volta — depende do centro de simetria (ponto ao redor do
qual a rotacdo ocorrera) tanto para obter a telha quanto para obter o padréo.
Vale lembrar também que esse ponto deve ser preservado. Segue um

exemplo:

Figura 49 — Telha e padréo gerados da simetria por meia-volta em relacdo a um ponto na

lateral

Fonte: Adaptacao de Beyer (1998, p.86).

Por rotacdo também podemos obter véarios padrbes dependendo do

ponto ao qual a figura primaria e as telhas serdo rotacionadas. Veja o exemplo

da figura 49.

2BEYER, J. Designing tessellations: the secrets of interlocking patterns, lllinois:
NTC/Contemporary Publishing Group, Inc

52



Figura 50 — Padr&o obtido da simetria por rotacdo em torno do canto inferior esquerdo

Fonte: Adaptacao de Beyer (1998, p.93).

Ricos exemplos sobre a pavimentagcédo do plano usando simetria sao as
obras de M.C. Escher — artista que deixou e ainda deixa muita gente

maravilhada com seu trabalho.

Figura 51 — (a) Anjos e demdnios: reflexdo. (b) Horseman: reflex@o deslizante.

Fonte: M.C. Escher.
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CAPITULO 4. ESCHER NA SALA DE AULA

Neste capitulo vamos falar um pouco sobre a vida e obras do magnifico
artista M.C. Escher.

4.1. Biografia

Essa secao foi baseada em M.C. Escher Company B.V. (2020) e
ESCHER: Het Oneindige Zoeken (2019).

Maurits Cornelis Escher nasceu no dia 17 de junho de 1898 na cidade
de Leeuwarden, nos Paises Baixos. Durante sua infancia e parte da juventude
viveu com sua familia em Arnhem.

Apos falhar nos exames finais, seu pai — que era um engenheiro rico e
influente — conseguiu com que fosse aceito na Universidade Técnica de Delft,
mas Escher n&o ficou por muito tempo. No ano seguinte ele comecou a estudar
arquitetura na Escola de Arquitetura e Artes Decorativas de Haarlem.

Em apenas trés dias de aulas seu professor de artes graficas Samuel
Jesserun de Mesquita viu potencial em suas linoleogravuras e o incentivou a
seqguir nas artes graficas.

Apos terminar a faculdade, Escher fez varias e longas viagens para a
Itadlia. Quando esteve em Ravello, em 1923, conheceu Jetta Umiker, por quem
Se apaixonou e com quem se casou um ano depois. Em 1925 eles se mudaram
para Roma. Viveram ali por cerca de 10 anos e tiveram dois filhos, George e
Arthur. De acordo com The M.C. Escher Company B.V. (2020) durante 0os anos
em que vive em Roma ele viaja todo ano pela Italia, onde faz desenhos e
esbocos que depois usa em seu estudio para suas litografias e xilogravuras.

Com a ascensao do fascismo Escher e sua familia foram para a Suica.
Em 1937 se mudaram para Bruxelas, na Bélgica, e la tiveram seu terceiro filho,
Jan, um ano depois. Nessa época Hitler surgiu na Alemanha e, apesar de ter
sido um periodo bem agitado Escher, que estava impossibilitado de viajar,
passou muito tempo em seu atelié e criou suas obras mais famosas. Ele nao

teve tempo para trabalhar durante a Segunda Guerra, pois teve que proteger a
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familia e encontrar comida. Quando esta acabou, Escher retomou os trabalhos
e, com o passar do tempo foi ganhando visibilidade, em particular na Holanda.

O artigo sobre sua arte publicado pela revista “Life” alavancou sua fama
— suas obras passaram a ser mundialmente admiradas. Foi convidado a expor
no Congresso Internacional de Matematica, que ocorreu em Amsterdd, em
1954, e dai em diante passou ndo sé a proferir conferéncias e participar de
exposicoes em centros de estudo, museus e saldes de arte, como também em
centros de ciéncias e matematica em diversos paises (BARBOSA, 1993,
p.113).

Em 1962 descobriu que estava com cancer de colon e, apos algum
tempo sem trabalhar devido as cirurgias que foi submetido, jA ndo se sentia
bem para criar novas obras, passando entdo a reimprimir antigas gravuras.
M.C. Escher faleceu no dia 27 de margo de 1972, em Hilversum. Até essa data
suas obras ja tinham sido expostas nos principais museus e galerias da Europa
e da América do Norte, sendo reconhecidas pela notdvel combinacdo de
sensibilidade, precisdo técnica e conhecimento matematico que expressavam
(IMENES, 1987, p.36).

4.2. Obras

Essa secao e sua subsecédo foram baseadas em Escher (2007, p. 5-6).

Na Escola de Arquitetura e Artes Decorativas seu professor S.J. de
Mesquita, além de uma inspiracao, foi seu mentor em xilogravura e de quem
herdou a preferéncia por trabalhar com tal arte e técnica. Ao sair de la, em
1922, dedicou-se a pesquisas sobre materiais graficos e durante sete anos
trabalhou apenas com isso (xilografia). Em 1929 fez sua primeira litografia,
nomeada Goriano Sicoli, Abruzzi. Até 1935 ele ja havia produzido cerca de 40
litografias e 70 xilogravuras e gravuras.

Os trabalhos de M.C. Escher sdo marcados por duas fases, segundo
Barbosa (1993):

Na primeira, até 1937, eles correspondem a realidade visivel de
cidades e regibes italianas. Expressando detalhes, peculiaridades e
irregularidades, mas também preocupacéo com a estrutura espacial e
mostrando notavel uso de perspectiva [...]
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Na segunda fase, posterior a 1937, seus trabalhos mostram
afastamento do mundo fisico. Usando a partir de entdo sua propria
imaginagéo e visdo detalhista, mas buscando regularidade, produziu
composicdes geométricas de varias geometrias. (p.109)

Figura 52 — Obras da primeira fase: (a) Tower of Babel (1928) e (b) Castrovalva (1930). Obras
da segunda fase: (¢) The Encounter (1944) e (d) Relativity (1953)

Fonte: M.C. Escher.
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Em sua primeira fase ele j4 havia ensaiado trabalhos nesta linha, como
em 1922, com seu “Eight heads” (quatro cabegas de cada sexo), ou em 1926-
1927, com seus estudos de divisdo regular do plano com animais imaginarios
(BARBOSA, 1993, p.110), mas néo deu continuidade.

Figura 53 — Eight heads, 1922

Fonte: M.C. Escher.

O que mudou o curso de sua carreira foram suas visitas a Espanha,
onde ficou maravilhado e surpreso com 0s mosaicos que adornavam o chéo e
as paredes do palacio de Alhambra e da Mesquita de Coérdoba, pois eram
limitados apenas a formas geométricas. Curioso para entender como aqueles
padrées foram criados, Escher preencheu seu caderno com esbocos dos varios
desenhos geométricos encontrados (BEYER, 1999, p.384, traducdo nossa) e
passou a estuda-los. Ali embarcou em uma jornada de vida, trabalhando para
criar formas reconheciveis — passaros, animais, até mesmo pessoas — que
preencheriam um plano sem lacunas ou sobreposi¢cées (BEYER, 1999, p.384,

traducao nossa).
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Figura 54 — (a) Mosaico de Alhambra. (b) e (c) Esbocos de mosaicos de Alhambra feitos por
Escher
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Fonte: (a) UFRGS. (b) e (c) M.C. Escher.

4.2.1. Escher e a matematica

Nascido em uma familia de ciéncias exatas, sempre teve um enorme
respeito pelos fenémenos naturais. Escher (2007, p.6, traducdo nossa) diz:
“Apesar de eu ser absolutamente inocente de treinamento ou conhecimento
nas ciéncias exatas, eu freqlentemente pareco ter mais em comum com
matematicos do que com meus colegas artistas”.

Embora nem sempre seja facil enxergar, a ligacdo de sua arte com a

matematica existe desde sua primeira fase. Por exemplo, nas obras Still life
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with mirror (1934), Still life with reflecting sphere (1934) e Hand with reflecting
sphere (1935) ele usa reflexdes da esfera; e em Metamorphosis | (1937) traz o

infinito ao finito com a néo fragmentacado do padréo.

Figura 55 — (a) Hand with reflecting sphere. (b) Metamorphosis |

Fonte: (a) M.C. Escher. (b) The metamorphosis of Escher.

Em seus trabalhos da segunda fase sdo empregados, dentre outros
conteldos matematicos: simetria, em Day and night (1938) e Sky and water |
(1938); reflexdo com deslizamento, em Swans (1956), Horsemen (1946) e Two
intersecting planes (1952); reflexdo em espelhos, em Magic mirror (1946);
padrées de modelos de geometrias ndo euclidianas, em Circle limit I, I, 1ll e IV
(1958, 1959 e 1960, respectivamente); e preenchimento irregular de superficies
planas, em Mosaic | (1951) e Il (1957); espacos ilimitados, em Depth (1955) e
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Three intersecting planes (1954); anéis espaciais e espirais, em Spirals (1953)
e Knots (1965); inversdo, em Concave and convex (1955) e Cube with Magic
ribbons (1957); poliedros, em Double planetoid (1949), Order and chaos (1950),
Gravitation (1952) e Tetraedral planetoid (1954).

Figura 56 — (a) Day and night. (b) Two intersecting planes. (c) Magic mirror. (d) Spirals

Fonte: M.C.Escher.

As aplicagbes da Matematica em sua producdo ndo se limitaram aos
mosaicos geomeétricos regulares (IMENES.1987, p.37). E através dessa mescla
com sélidos geométricos, malhas curvas e espiraladas, perspectivas etc. que
ele consegue trilhar os caminhos dessa ciéncia, criando obras dinamicas, ricas,
impecaveis, que sdo admiradas até os dias de hoje.

4.3. Propostas de atividades

Como visto, 0s mosaicos sado representacdes artisticas que vém sendo

utilizadas por diversos povos desde os tempos mais remotos. Uma vez que
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podem ser identificadas com as pavimentag¢des do plano, possuem importante
vertente matematica que pode ser explorada em sala de aula. Portanto,
seguem algumas propostas de atividades com mosaicos que poderdo ser
utilizadas pelo professor como motivacao para o ensino da Geometria.
Sugere-se que sejam aplicadas em turmas do 6° ano do Ensino

Fundamental em diante.

4.3.1. Atividade 1

Tem por objetivo levar os alunos a compreender 0S conceitos
matematicos implicitos na estrutura dos mosaicos.

Serdo utilizados kits de material manipulavel: folhas de papel A4
contendo contornos de regides poligonais e conjuntos de poligonos regulares.
Esses conjuntos podem ser feitos de cartolina ou papel cartdo e cada um deve
conter, aproximadamente, 20 triangulos, 20 quadrados, 30 hexagonos, 15
octdégonos, 15 dodecagonos e 10 de cada um dos demais poligonos que nao
pavimentam o plano nem sozinhos hem combinados com outros (veja Capitulo
2, Secdes 2.2 e 2.4, p. 22 e 26-34). O tamanho dos poligonos fica a critério do
professor.

Para essa atividade, os alunos poderéo trabalhar em duplas ou trios.

Apos a formacdo dos grupos, estes receberdo um kit de material
manipulavel e o professor devera pedir para que preencham as regides das
folhas A4 com poligonos do mesmo tipo e também de tipos diferentes, levando
em consideracdo que ndo deve haver espac¢os entre os poligonos, tampouco
sobreposicao. Os alunos devem anotar caso iSso ocorra em suas tentativas.

Pode-se estipular um tempo X para que essa etapa seja executada e, ao
terminarem, os grupos serdo convidados a expor suas solucdes para a turma,
destacando as dificuldades para o desenvolvimento dessa atividade e
relatando as anotac¢des pedidas.

O professor devera pergunta-los acerca das condicbes para o
recobrimento das regides com poligonos do mesmo e de diferentes tipos. Por
exemplo, se €& possivel fazer o preenchimento s6 com pentagonos ou
octégonos ou com hexagonos e triangulos equilateros. Os estudantes deveréo

ser levados a concluir que, para que seja possivel o recobrimento do plano a
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soma dos angulos internos dos poligonos em torno de um mesmo Vértice
devera ser 360°. (veja Capitulo 2, p. 22)
A partir dai, serdo introduzidos os conceitos de mosaicos, de

pavimentagdo do plano, arestas, veértices, angulos etc.

4.3.2. Atividade 2

Tem por objetivos estudar sobre algumas simetrias do plano, analisar a
estrutura das pavimentacOes tipo Escher, relacionar as isometrias do plano
com as pavimentagcbes e, utilizando os reticulados do plano composto de
poligonos regulares basicos, identificar os tipos de mosaicos que podem ser
construidos a partir deles.

Para sua realizacdo, o professor escolhera um poligono regular que
sozinho pavimenta o plano e, partindo de um deles, falara sobre figura primaria
e transformacdes do plano, aplicando reflexdo, translacdo, rotacdo e algumas
de suas combinacdes sobre a mesma. (veja Capitulo 3, p. 41-51)

Em seguida, exibird algumas obras de Escher e perguntara aos alunos
se eles acham que para a execucao dessas artes foram utilizados conceitos
matematicos.

ApoOs essa discussao, devera fazer um breve historico sobre a vida e
obra desse artista e tomar um de seus trabalhos como exemplo. Mostrar a
transformacado do poligono (figura priméaria) em outra figura de mesma éarea e
aplicar as isometrias necessarias para que se forme tal obra (figura 56). Esse
passo pode ser feito com figuras impressas ou mesmo gifs animados ou

videos.
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Figura 57 — (a) Obra N°99 de Escher. (b) Obra N°99 evidenciando a malha. (c) Transformacéo
da figura primaria

c
Fonte: (a) e (b) Pereira e Aquino (2010). (c) Sampaio (2012).

Por fim, distribuir para a turma uma malha impressa (triangular,
guadrada ou hexagonal) e pedir para que 0s alunos construam seus proprios
mosaicos aplicando o que foi estudado.

Além das ideias das transformacdes, o professor podera, sempre
usando a linguagem mais apropriada ao ano em que estiver trabalhando,

explorar as noc¢des de angulo e poligonos e seus elementos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho situa a geometria dentro de um contexto em que arte,
histéria e matematica caminham juntas. Os mosaicos sao construidos a partir
de poligonos de diversos tipos e sua construgdo pode servir como elemento
motivador para o trabalho com conceitos geomeétricos importantes: poligonos,
areas, perimetros, angulos, isometrias no plano.

O estudo das possibilidades de recobrimento do plano com poligonos
regulares pode ser uma boa maneira de comegar a explorar tais conceitos,
como visto na Secdo 4.3.1, p.59. Entretanto, ha outras possibilidades de se
desenvolver a proposta desse trabalho, como com o software Geogebra.

Um projeto multidisciplinar envolvendo os mosaicos também pode ser
um trabalho frutifero para a formagéo do aluno. Professores de matemética,
arte e histéria podem juntos realizar uma oficina onde os alunos aprenderdo
sobre a relacdo dos mosaicos com essas trés areas do conhecimento, fazendo
com que eles ndo s6 adquiram conhecimento sobre cada uma delas, mas

também percebam que as mais variadas ciéncias caminham lado a lado.
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