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RESUMO

O presente trabalho visa a apresentacdo de um conjunto de atividades para o ensino
das equacgOes do segundo grau integrando diferentes campos da matematica: a
aritmética, a geometria e a algebra. A metodologia um levantamento bibliogréfico que
auxiliasse na formulacao da sequéncia didatica proposta e a fundamentasse. Nesta
pesquisa, dividida em trés capitulos, discutiremos a importancia de cada um dos
campos abordados, bem como da proposta de integracdo. Além disso, faremos
algumas consideracdes sobre o ensino das equac¢des do segundo grau e uma analise
de alguns momentos que compdem a evolucdo histérica das mesmas. Ao final,
apresentaremos e discutiremos a proposta de atividades propriamente dita.

Palavras-Chave: Equacdes do segundo grau; Integrando aritmética, geometria e
algebra; Sequéncia didatica.
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INTRODUCAO

Os conteudos matematicos e o desenvolvimento dos pensamentos referentes
aos seus diversos campos compdem um dos momentos mais essenciais da educacao
escolar. Contudo, apesar de sua importancia, a matematica € uma das disciplinas
menos queridas entre os alunos, o que muitas vezes denota pouca compreensao dos
mesmos.

A impopularidade da matematica resulta de diversos fatores, dentre eles: a
forma como os conteudos séo trabalhados em sala de aula; o fato de os alunos néo
enxergarem aplicabilidade para grande parte dos conteldos e, por isso, nao
entenderem o porqué de estuda-los. Mais ainda, pode-se destacar as dificuldades
com as quais se deparam durante o processo de aprendizagem.

A observagao de turmas dos anos finais do ensino fundamental, nos Estagios
Supervisionados e no Programa de Residéncia Pedagogica, e a discussdo com
professores de matematica que atuam nesse segmento, mostraram que essa
problematica se agrava com a introducéo de conteidos marcados pela abstracao. Por
iss0, a algebra, devido ao seu carater abstrato, acaba por ser um dos campos no qual
os alunos mais apresentam dificuldades.

A analise de conteudos algébricos em documentos educacionais, curriculos
escolares e livros didaticos, bem como a observacdo de como estes eram aplicados
em sala de aula, trouxe a tona um conteudo que gera dificuldades tanto nos
professores, quanto nos alunos: as equag¢des do segundo grau.

As equacdes do segundo grau sé&o tradicionalmente ensinadas por meio da
memorizacdo da formula resolutiva e sua repetida aplicacdo em questdes cujo
enunciado pede, unicamente, que os alunos determinem a solucdo. Nesse processo,
as equacOes sao dadas sem se mostrar de onde vém, por que devemos aprender a
resolvé-las e para que aquele conhecimento serve.

Embora o ensino dito tradicional ainda predomine nas salas de aula, algumas
mudancas vém ocorrendo no cenario do ensino dessas equacdes. A andlise de livros
didaticos mais recentes, por exemplo, mostrou que, mais do que a simples aplicacao
da formula, alguns autores tém se preocupado em valorizar seu processo de
construcdo, incluindo em suas obras aplicagbes — tanto dentro da propria

matematica, quanto em outras areas de conhecimento. Men¢des a Historia da
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Mateméatica também tém se tornado frequentes, ainda que, na maioria das vezes, 0s
fatos histéricos aparecam como curiosidades.

Entretanto, as inovagdes nos livros didaticos ndo séo suficientes para garantir
profundas modificagdes no ensino. Da mesma forma que alguns livros apresentam
avancos, outros permanecem seguindo o modelo tradicional. Além disso, o papel do
livro em sala de aula é de ferramenta auxiliadora. A forma como um tema é ensinado
depende do professor e cabe a ele explorar, adaptar, estruturar significados e, quando
necessario, complementar o conteudo, para entéo trabalha-lo didaticamente com os
alunos. Também é necessario um olhar atento do professor sobre os obstaculos com
0s quais os alunos se deparam, principalmente porque eles podem acabar impedindo
a obtencéo de outros conhecimentos.

A partir de uma pesquisa realizada em escolas na Tailandia, Vaiyavutjamai e
Clementes (2006) expbem algumas das principais dificuldades dos alunos em relagéo
as equac0des do segundo grau. Dentre as citadas por eles, destacam-se duas, as quais
podem ser observadas com regularidade nas salas de aula: alguns alunos néo
compreendem o que a solucao representa, por isso ndo sabem como verificar se as
solu¢des estdo corretas; muitos ndo percebem que se uma incognita aparece duas
vezes, entdo tem o0 mesmo valor nas diferentes “posi¢des”.

Uma mesma dificuldade estd intrinseca as duas citadas anteriormente: a
incompreenséo da igualdade. Quando escrevemos 3 + 7 = 10, o aluno compreende
o significado do sinal de igualdade como um separador entre 0s nimeros que estao
sendo operados e o resultado dessa operagdo. Ja na equagdo x + 7 =10, por
exemplo, o sinal de igualdade representa um equilibrio a ser mantido e muitos alunos
tém dificuldade em compreender que os procedimentos adotados tém por objetivo
encontrar um valor que satisfaca a igualdade. Outras dificuldades também séo
frequentes. Nao é incomum o aluno ndo compreender a equacao fatorada e, para
resolvé-la, optar por aplicar a propriedade distributiva e usar a féormula resolutiva. Ou
ainda, ndo compreender a presenga do “+” na formula e a possibilidade de existirem
até duas solucgoes.

As dificuldades dos professores em ensinar esse contetdo estéo relacionadas,
entre outros fatores, ao fato de que sua contextualizacao e possiveis aplicacdes nao
sdo tao claras. Assim, muitos acabam por reduzir o estudo das equacdes do segundo

grau ao uso da formula.
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De fato, essas aplica¢cOes e contextualizacdes nao sao tao evidentes, mas elas
existem, inclusive dentro da prépria matematica. Isso pode ser visto, por exemplo, em
problemas sobre o célculo de éareas retangulares. Problemas desse tipo vém
aparecendo com frequéncia em livros didaticos e parecem, inclusive, ter motivado
povos antigos a desenvolverem estudos sobre essas equacdes.

Assim, embora as equacdes do segundo grau sejam parte do campo da
algebra, podem também ser vistas em outros campos da matematica, como a
geometria. Logo, ocorreu-me que o ensino desse conteudo pode ser feito utilizando-
se, além dos conceitos algébricos, de conceitos geométricos e aritméticos, integrando
esses campos.

Dessa forma, o objetivo geral do presente trabalho € propor uma sequéncia
didatica para o ensino das equacfes do segundo grau que integre os campos da
aritmeética, geometria e algebra.

Para realizagdo do objetivo geral, temos 0s seguintes objetivos especificos:
embasar teoricamente a proposta de integracdo dos campos da aritmética, geometria
e algebra; definir e realizar um levantamento histérico sobre as equacdes do segundo
grau; elaborar uma sequéncia didatica para o ensino de equacdes do segundo grau.

A pesquisa esta dividida em trés capitulos.

No primeiro capitulo, discutiremos as caracteristicas de cada um dos campos
da matematica aqui abordados e sua importancia. Faremos, também, uma breve
retrospectiva sobre o ensino de matematica no Brasil, destacando o papel dos
respectivos campos nos diferentes momentos. Por ultimo, discutiremos a proposta de
integracdo, fundamentando-a dos pontos de vista pedagdgico e psicopedagdgico.

No segundo capitulo, sera apresentada uma breve introducdo as equacdes do
segundo grau — definicdo, consideragcdes sobre o ensino no Brasil, algumas
aplicacdes. Em seguida, faremos um levantamento histérico sobre os principais
momentos que compdem a histéria dessas equacbes, mostrando diferentes
abordagens e o desenvolvimento dos estudos sobre as mesmas. Nessa analise, sera
possivel compreender o papel de cada um dos trés campos na composi¢cdo do
conteudo e justificara algumas das atividades da sequéncia didatica.

Por fim, no terceiro capitulo, trataremos algumas caracteristicas da proposta de

sequéncia didatica, seguida pela apresentacdo das atividades que a compdem.
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CAPITULO 1. INTEGRANDO ARITMETICA, GEOMETRIA E ALGEBRA

A matematica € composta por diversos campos de estudo, cada um com
vocabulario, caracteristicas, conteudos e simbologia particulares. Dentre esses
campos, no cenario da educacao basica, destacam-se a aritmética, a algebra e a
geometria.

A aritmética, que estuda as propriedades dos numeros e as operacdes que com
eles se pode realizar, é considerada um dos campos mais elementares —
especialmente por abordar conceitos vistos em nosso cotidiano. A geometria estuda
as caracteristicas das curvas e das formas no plano e no espaco. Ja a algebra, é
caracterizada, principalmente, pela generalizagdo, o uso de uma simbologia que
mescla numeros, letras e sinais, e a busca pela solucdo de problemas com valores
desconhecidos.

De forma geral, temos contato com os dois primeiros campos citados ja nos
anos escolares iniciais, quando aprendemos a contar, realizar as operacoes
fundamentais e a reconhecer formas geométricas. Os contetudos algébricos, por sua
vez, surgem nos anos seguintes e adquirem grande importancia.

Entretanto, por mais distintos que possam ser, em algum momento 0S campos
da matematica acabam se relacionando. Os conhecimentos matematicos ndo séo
independentes nem seguem uma linha continua. E comum que, ao aprendermos um
conteudo novo, fagamos uso de outros ou revisitemos conceitos ja vistos, inclusive
aqueles pertencentes a outros campos. Nao podemos, por exemplo, calcular a area
de uma figura geométrica se ndo soubermos realizar as operacfes aritméticas.
Tampouco podemos garantir uma aprendizagem completa do conteudo de funcdes
sem que sejam estudados os processos algébricos, de resolucdo, e os geométricos,
de construcéo e interpretacdo dos graficos.

O ensino fragmentado, como usualmente ocorre nas escolas, pode resultar na
supervalorizagdo de um campo e 0 esquecimento de outro. Como consequéncia,
podem ser deixadas lacunas na aprendizagem, que vao agravar as dificuldades e
afetar a capacidade de se estabelecer relagdes entre os conteudos.

No Brasil, o ensino de matematica passou por diversas modificagdes, desde
curriculos que pouco priorizavam os conhecimentos matematicos de forma geral,

politicas educacionais que defendiam a existéncia de varias “matematicas”, até a
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confeccdo de documentos e estudos relacionados a Educacdo Matematica, que
reconheceram a necessidade de integracéo e de valorizacdo dos diversos campos.
Para melhor compreendermos as consequéncias dessas transformacgdes no
atual cenario educacional e o porqué de promover um ensino que contemple os
diferentes campos da matematica e os integre, facamos uma breve analise do ensino

de matemaética no Brasil.

1.1. O Ensino de Matemética no Brasil

Apds o “descobrimento”, o ensino no Brasil ficou a cargo dos padres da
Companhia de Jesus. O primeiro grupo de padres chegou ao pais em 1549 e eles
foram responsaveis pela fundacdo das primeiras escolas elementares. Nessas
escolas, os estudos matematicos eram pouco desenvolvidos, se limitando ao ensino
de conceitos aritméticos basicos, necessarios ao cotidiano, como a escrita dos
nameros na base decimal e o estudo das quatro operacbes fundamentais com
nameros naturais (GOMES, 2013, p. 14). Tinham acesso a essa educacdo apenas
individuos do sexo masculino.

Por mais de dois séculos a educacgao formal se manteve sob controle da Igreja,
gue também possuia grande influéncia sobre outras areas da cultura. O papel de
importancia assumido pelos jesuitas passou a ir contra o carater secularizador das
reformas empreendidas por Pombal no século XVIII, e as discordancias de carater
politico originaram problemas da Coroa com os mesmos. O ano de 1759, em especial,
foi marcado por uma série de reformas politicas, econémicas e culturais em Portugal,
promovidas pelo ministro Sebastido José de Carvalho e Melo, que resultaram na
expulséo dos jesuitas do império portugués. Em 28 de junho desse ano foi emitido o
alvard que estabeleceu em Portugal e suas colbnias as aulas régias (CAMARGO,
2013).

Constam no alvara régio duras criticas ao método educacional dos jesuitas,
descrito como “pernicioso”, “fastidioso” e de “mau gosto” (PORTUGAL, 1759).
Contudo, o método das aulas régias nao se mostrou muito mais eficaz do que o
anterior. As aulas, que abordavam assuntos especificos de forma isolada, tratavam
dos Estudos Menores, no qual predominavam as disciplinas humanas e pouco espaco

destinavam a matematica.
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Os Estudos Menores eram formados pelas Aulas de ler, escrever e contar,
também chamadas de primeiras letras, como alias ficaram mais conhecidas,
e também pelas Aulas de humanidades, que abrangiam inicialmente as
cadeiras de gramatica latina, lingua grega, lingua hebraica, retérica e poética,
mas foram acrescidas ao longo dos anos com outras cadeiras, como por
exemplo filosofia moral e racional, introduzida a partir de 1772. (CARDOSO,
1999, p. 106).

As medidas previstas no alvard de 28 de junho comecaram a ser
implementadas no Brasil ao fim do mesmo ano, mas logo surgiram problemas
estruturais, como a falta de professores. Os primeiros concursos publicos foram
realizados no ano seguinte, porém, até 1765 nenhum professor fora nomeado
(CAMARGO, 2013).

Novas medidas foram adotadas, com o objetivo de sanar os problemas
existentes, porém nao ocorreram grandes alteraces até o século XIX. Ainda assim,
€ interessante ressaltar que, ao longo do tempo, a acdo educacional das aulas régias
sobre a populacdo aumentou, uma vez que os professores régios abrangeram o
ensino a mulheres e negros (MONTI, 2018, p. 80).

Em 1808, motivada pela iminente invasdo de Portugal pelas tropas de
Napoledo Bonaparte, a familia real chegou ao Brasil. Com a ado¢ao apressada de
uma nova sede monarquica — na cidade do Rio de Janeiro —, houve urgéncia em se
preparar profissionais para atuarem nas areas de administracdo e defesa militar.
Assim, 0 ensino superior foi impulsionado pelo principe regente através da criacdo de
diversas escolas, dentre elas a Real Academia de Guardas-Marinha e a Academia
Real Militar (CARVALHO, 2014, p. 339).

A Real Academia de Guardas-Marinhas — criada em Portugal em 1782 e
instituida no Brasil em 1808 — possuia um curso Matematico composto de trés anos
letivos. No primeiro ano eram estudados contetdos de Aritmética, Geometria e
Trigonometria Reta, bem como seus usos praticos proprios aos oficiais do mar. No
segundo ano eram vistos os principios de Algebra, até as equagées do segundo grau,
e suas aplicacGes na Aritmética e Geometria, e as secc¢des cOnicas. O Ultimo ano
dedicava-se ao estudo da Trigonometria Esférica. Além disso, eram ensinadas as
praticas militares maritimas (PORTUGAL, 1796, p. 267-268).

O curso completo da Academia Real Militar — criada pela carta de lei de 4 de
dezembro de 1810 — tinha duracdo de sete anos e os dois primeiros eram

intensamente compostos por contelldos matematicos.
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Quadro 1 — Conteudos abordados nos dois primeiros anos do curso da Academia Real Militar em

1810
Ano Conteudos abordados
1° Algebra (até as equacbes do terceiro e do quarto grau); Geometria; Trigonometria

Retilinea; primeiras no¢des de Trigonometria Esférica; e Desenho.

2° Repetia e ampliava as noc¢des de Calculo j& dadas no primeiro ano; métodos de
resolucio de equacdes; aplicacdes da Algebra & Geometria das linhas e das curvas, tanto
as de segundo grau, quanto as superiores; Calculo Diferencial e Integral, mostrando suas
aplicacdes nos campos da Fisica, Astronomia e Calculo das Probabilidade; Geometria
Descritiva.

Fonte: Adaptado de Brasil (1810, p. 234-236).

Nos dois anos seguintes 0s conhecimentos matematicos obtidos eram
aplicados a outros campos cientificos, como a Fisica e a Astronomia, € no quarto ano
estudava-se a Trigonometria Esférica. Os trés ultimos anos eram voltados aos estudos
militares (BRASIL, 1810).

A elaboracdo da Constituicdo de 1824, apés a independéncia do Brasil,
afirmava o direito a educagao primaria gratuita aos cidadaos brasileiros. Porém, foi
somente apoés a criagcdo da lei de 15 de outubro de 1827 que se estabeleceu a criagcéo
de escolas primarias em todas as cidades, vilas e lugares mais populosos do império
(GOMES, 2013, p. 15).

E importante ressaltar que, apesar dos aparentes avancos, esse periodo ficou
marcado por uma sociedade e, consequentemente, uma politica educacional que
segregava e limitava o acesso a educacao. Tal politica chega a ser reafirmada pela
lei de outubro de 1827, com a diferenciacdo dos contetdos a serem lecionados, de
acordo com o sexo dos educandos:

E interessante notar que a lei de outubro de 1827 diferenciava a educacg&o
para meninos e meninas, prevendo escolas separadas para 0s dois sexos. O
curriculo para as escolas de meninos envolvia “ler, escrever, as quatro
operagdes aritméticas, pratica de quebrados, decimais e proporcdes, nocdes
gerais de geometria, gramatica da lingua nacional, moral cristd e doutrina
catdlica”. As escolas para meninas existiiam nas localidades mais
populosas, seriam dirigidas por professoras e em seu curriculo eliminava-se
a geometria e a pratica de quebrados, incluindo-se o ensino de praticas
importantes para a economia doméstica. (GOMES, 2013, p. 14-15).

Nesse periodo, podemos notar uma ampliacdo dos conteidos matematicos que
eram lecionados, ainda que essa ampliacdo tenha ficado restrita a um determinado

grupo da sociedade.

19



Em 1837, foi fundado o Imperial Colégio Pedro Il, no Rio de Janeiro, que se
tornou uma instituicdo secundaria modelo do Brasil. Tinha presente em todas as suas
séries as “matematicas”, que eram as disciplinas de Aritmética, Algebra, Geometria e,
posteriormente, Trigonometria, apesar do predominio das disciplinas literarias e
humanistas (GOMES, 2013, p. 16).

O publico alvo do ensino secundéario durante esse periodo era constituido,
fundamentalmente, pela elite econédmica masculina do pais. Foi apenas na década de
1880 que algumas mulheres passaram a estudar no Colégio Pedro Il (GOMES, 2013,
p. 16-17).

Depois da Proclamagéo da Republica, em 1889, por meio do decreto n°346, de
19 de abril de 1890, foi criada a Secretaria de Estado dos Negécios da Instrucao
Publica, Correios e Telégrafos que, dentre outros servicos, ficou responsavel pela
instrucdo publica (BRASIL, 1890). A administracdo da secretaria ficou a cargo de
Benjamin Constant, grande defensor dos ideais de Augusto Comte e do positivismo.
Constant decretou uma reforma educacional, instituindo um novo curriculo no Colégio
Pedro Il e introduziu no secundario conteddos matematicos avancados, como o
calculo diferencial e integral (CARVALHO, 2014, p. 348).

Apesar das diversas reformas, no inicio do século XX a maioria da populacéo
ainda nao tinha acesso a educacdo. Quanto ao ensino de matematica, nas escolas
primarias eram ensinadas as operacfes necessarias ao cotidiano e as atividades
comerciais e algumas no¢cdes geométricas; enquanto que nas escolas secundarias,
destinadas ao preparo para o ingresso no ensino superior, os conteddos matematicos
permaneciam separados, com tratamentos abstratos e sem nenhuma preocupacéo
com suas aplicacdes préaticas (PAVANELLO, 1993, p. 8).

Em 1908, ocorreu em Roma o quarto Congresso Internacional de Matematica,
onde foi criado o Internationale Mathematische Unterrichts-Kommission (IMUK). A
comisséao, presidida pelo matematico aleméao Felix Klein, tinha por objetivo reformar o
curriculo matematico do ensino secundario em varios paises e muitas das ideias de
Klein foram incorporadas nesse movimento.

Nessa época, 0 cenario europeu estava marcado pela industrializacdo e
modernizagdo, fazendo-se necessarias transformacdes na estrutura dos sistemas
educacionais. As propostas de Klein tinham por objetivo introduzir nas escolas

secundarias um ensino de matematica voltado para o pensamento funcional — isto €,
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gue mostrasse as aplicacdes praticas da matematica —, defendendo que os conceitos
de funcbes deveriam ser ensinados desde cedo (SOUZA, 2010, p. 4-5). Klein também
compreendia 0s problemas na transicdo do ensino secundario para o ensino superior
e estava familiarizado com os principais problemas enfrentados pelos professores de
matematica nas escolas (SCHUBRING, 2014, p. 248).

As propostas da IMUK para o nivel secundario foram a unificacdo dos campos
matematicos em uma Unica disciplina; o rigor, a intuicdo e a experiéncia no ensino de
matematica (SCHUBRING, 1999, p. 45).

Foi apenas em 1927 que essas ideias modernizadoras ganharam forgca no
Brasil, quando o entédo diretor do Colégio Pedro I, Euclides Roxo, influenciado pelas
ideias de Klein, propds a congregacédo do colégio alteracdes no curriculo. Uma das
propostas apresentadas foi a unificacdo da Aritmética, Algebra, Geometria e
Trigonometria em uma unica disciplina: a Matematica (GOMES, 2013, p. 19). Além
disso, ele propGs um ensino de matematica relacionado a aspectos presentes no
cotidiano dos alunos (SOUZA, 2010, p. 45).

Roxo também propunha a ado¢do de uma metodologia que, primeiramente,
enfatizasse a intuigao.

Os conceitos a serem ensinados deveriam obedecer a uma sequéncia que
facilitasse o aprendizado dos conteldos da matemética. Assim, necessario
seria partir de um conhecimento intuitivo para depois atingir a forma mais
abstrata e formal que a matematica adquiriu através dos séculos. (DUARTE,
2019, p. 307).

Segundo Souza (2010, p. 45), Roxo considerava a Geometria uma forma de
“fazer a matematica entrar pelos olhos”. Uma vez compreendidos os aspectos visuais
da matematica, seriam trabalhados os conceitos abstratos. A Geometria — devido ao
carater intuitivo proporcionado pela visualizagdo da matematica — agiria como uma
ponte entre os campos da matematica, justificando-se, assim, a proposta de
unificacao.

Além disso, seguindo a linha das ideias de Klein, Roxo atribuia fundamental
importancia ao conceito de funcdes, pois possibilitava a integracdo das diferentes
areas. Ele também destacava o potencial interdisciplinar da matematica (DUARTE,
2019, p. 307-308).

As reformas de Roxo foram implantas no Colégio Pedro Il a partir de 1929 e no

restante do Brasil em 1931, por meio da Reforma Francisco Campos. Entretanto, as
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mudancas, que deveriam ter ocorrido de forma gradual, devido ao seu carater
revolucionario, foram realizadas de uma sé vez com uma série de decretos que
propunham organizar a educacédo no pais (GOMES, 2013, p. 19). Essa proposta foi
duramente criticada: professores tiveram dificuldade em se adaptar e achavam que
as novas propostas rebaixavam o ensino; defensores das humanidades classicas
consideravam o0s conteldos propostos excessivos; conservadores defendiam o
ensino tradicional; etc. Dessa forma, em 1942, com a Reforma Capanema, houve um
recuo ao ensino tradicional.

Ainda que nao tenha obtido sucesso, alguns reflexos da Reforma Francisco
Campos podem ser vistos nos dias de hoje, como a fusdo da Aritmética, Algebra,
Geometria e Trigonometria e a obrigatoriedade de um curriculo da educacao basica
gue contemple os diversos campos.

O ensino da Matemaética no Brasil voltou a sofrer mudancgas no final da década
de 1950, com a realizagcdo dos primeiros congressos nacionais de ensino de
matematica.

Em setembro de 1955 ocorreu em Salvador o | Congresso Nacional de Ensino
de Matematica, que contou com a presenca de professores de diversos estados.
Foram discutidas as falhas dos programas educacionais, 0s curriculos,
aperfeicoamento de professores da area e métodos de ensino — recomendando-se
evitar o uso excessivo de abstracdo tedrica. No Il Congresso, em 1957, as discussdes
foram ampliadas, propondo-se discutir e estudar a aprendizagem de mateméatica nos
diferentes niveis de ensino. Em ambos 0s congressos foram feitas criticas ao ensino
tradicional e foram abordadas algumas das propostas de Felix Klein. O Ill Congresso,
no Rio de Janeiro em 1959, aprofundou as discussdes a respeito da formacéo de
professores. O professor Alexandre Martins Rodrigues sugeriu a divisdo em duas
partes do curso de cinco anos de Matemadtica: trés anos para disciplinas obrigatdrias;
e dois para cursos optativos de formacao do professor. Outra importante decisao foi
propor ao Ministério da Educacdo e Cultura que n&do mais fosse concedido a
licenciados de outros cursos o registro de professor de Matematica (SOARES, 2005).

Em 1961, acompanhando uma tendéncia mundial, comec¢ou a tomar forma no
Brasil o Movimento da Mateméatica Moderna. O IV Congresso Nacional de Ensino de
Matematica, em 1962, tratou de forma mais objetiva sobre a ado¢éo dessa tendéncia.

Surgido da percepcao dos Estados Unidos de sua inferioridade cientifica e
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tecnoldgica em relacdo a Unido Soviética, esse movimento se espalhou também por
paises da Europa e buscava renovar o ensino, através da atualizacdo curricular e
introdugéo de uma Matematica desenvolvida mais recentemente.

Para a Geometria, por exemplo, propunha-se a substituicdo da abordagem
tradicional, apoiada nos Elementos de Euclides e no rigor com as demonstracdes, pelo
estudo de transformacOes geométricas: vetores, espaco vetorial e transformacéao
linear (GOMES, 2013, p. 24).

Um dos principais objetivos do Movimento da Matematica Moderna era integrar
os campos Aritmética, Algebra e Geometria, mas isso ndo aconteceu de forma
igualitaria, isto é, dando devido espaco a cada um dos campos. A Algebra se tornou
uma prioridade, enquanto que os demais campos foram parcialmente ou totalmente
deixadas de lado, como a Geometria, que foi reduzida a um conjunto de nomes,
propriedades e formulas, desligada de relagcées com o mundo fisico. Configurou-se,
entdo, o que muitos autores classificaram como o abandono da Geometria no Brasil,

gue subsistiu até a década de 1990 (GOMES, 2013, p. 24-25).

O movimento da Matematica Moderna também tem sua parcela de
contribuicdo no atual caos do ensino da Geometria: antes de sua chegada ao
Brasil, nosso ensino geométrico era marcantemente légico-dedutivo, com
demonstracdes, e nossos alunos o detestavam. A proposta da Matematica
Moderna de algebrizar a Geometria ndo vingou no Brasil, mas conseguiu
eliminar o modelo anterior, criando assim uma lacuna nas nossas praticas
pedagodgicas, que perdura até hoje. (LORENZATO, 1995, p. 4).

Ao fim da década de 1970, a Matematica Moderna havia se mostrado um
fracasso no ensino. Novas propostas educacionais surgiram, tendo como base trés
temas centrais: nimeros, medida e geometria, temas estes que haviam sido deixados
de lado devido ao Movimento (GOMES, 2013, p. 26).

O final do século XX e inicio do século XXI foi marcado pelo aumento das
pesquisas na area de Educacdo Matematica. Esse aumento expressivo reflete as
preocupacdes com o processo de ensino e aprendizagem. E importante ressaltar que,
além dos aspectos internos referentes a matematica, a educacdo escolar é
diretamente influenciada por fatores externos a escola — a comunidade que a cerca,
a cultura, politica, fatores econémicos, etc. —, e esses fatores sédo discutidos e
explorados nessas pesquisas.

Esses estudos possibilitaram a confeccdo de importantes materiais e

documentos para a educacéao brasileira, como os Parametros Curriculares Nacionais
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(PCN) — uma série de diretrizes elaboradas pelo governo federal com o objetivo
principal de orientar os educadores, que foram publicadas entre os anos de 1997 e
2000. Um outro exemplo é a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), cuja primeira
versao foi disponibilizada em 16 de setembro 2015. Esse documento foi desenvolvido
com o objetivo de nortear a formulacdo dos curriculos escolares de todo o Brasil e
indicar as habilidades e competéncias que se espera que o0s estudantes desenvolvam.

A matematica, atualmente, é reconhecida como uma disciplina Unica e
composta por diversos campos, que devem ser contemplados, ensinados e

relacionados:

Atualmente, ha consenso a fim de que os curriculos de Matemética para o
ensino fundamental devam contemplar o estudo dos numeros e das
operagdes (no campo da Aritmética e da Algebra), o estudo do espaco e das
formas (no campo da Geometria) e o0 estudo das grandezas e das medidas
(que permite interligacdes entre os campos da Aritmética, da Algebra, e da
Geometria e de outros campos do conhecimento). (BRASIL, 1998, p. 49).

1.2. Por que Ensinar Integradamente Aritmética, Geometria e Algebra?

Como visto anteriormente, apesar de nem sempre ter ocupado uma posi¢éo de
destaque, desde os primérdios da educagéo escolar no Brasil a matematica tem sido
ensinada. Com o passar dos séculos, essa area de conhecimento foi adquirindo
importancia, ganhou mais espaco nos curriculos e ampliaram-se os estudos de seus
campos. Atualmente a matematica é vista como uma disciplina Unica e ha uma
crescente preocupacdo com um ensino que contemple seus diferentes campos,
estabelecendo-se as devidas relagdes entre eles. Mas quais as razdes por tras dessa
preocupacao? Mais do que isso, por que ensinar de forma integrada?

A sequir, discutiremos a proposta de integracéo, justificando-a nos pontos de

vista pedagdgico e psicopedagdgico.

1.2.1. Ponto de vista pedagdgico

Cada um dos campos possui suas particularidades e importancia. A aritmética
€ a geometria S840 0S campos com 0s quais temos contato de forma mais natural, uma
vez que 0s numeros e as formas geométricas estdo presentes em diversas situacoes
em nosso cotidiano. Além disso, é a geometria que possibilita o contato visual com

conceitos matematicos. O estudo da algebra, por sua vez, constitui um espaco
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bastante significativo para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de
abstracéo e generalizacdo (BRASIL, 1998, p. 115).

Para compreendermos porque 0 ensino deve contemplar esses campos,
levemos em consideracdo, primeiramente, o0 levantamento cronoldgico feito
anteriormente. Até o século XIX, a educacdo no Brasil era basica e os conteudos
matematicos ensinados eram limitados a conceitos de aritmética e, posteriormente,
de geometria. Entretanto, por mais aplicaveis que esses conhecimentos sejam, nao
sdo suficientes para atender uma sociedade em expansdo politica, econbmica,
cultural, cientifica e tecnoldgica.

Como visto, diversos foram os momentos de transformagdes na sociedade
brasileira — a chegada dos portugueses, a vinda da familia real, a independéncia do
Brasil, a proclamacédo da republica, entre outros. Cada um desses momentos resultou
em mudancas no cenario educacional e tornaram necessarios estudos sobre os
demais campos da matematica, como a Algebra e a Trigonometria a partir de 1808.

Tal necessidade esta diretamente relacionada ao fato de que os conceitos
matematicos nao sdo construidos em sequéncia linear, muito menos de forma isolada
(LORENZATO, 2006, p. 69). Dessa forma, um estudo mais aprofundado da
matematica requer o transito pelos campos e a compreensao das relacdes existentes
entre eles.

A proposta de um ensino de matematica que integre diferentes campos nédo é
algo recente. As propostas de unificagdo das “matematicas” de Euclides Roxo, em
1927, refletiam suas preocupacdes com o ensino fragmentado. A integracdo dos
campos também era um dos objetivos do Movimento da Matematica Moderna, e foi
justamente a auséncia dela um dos fatores que resultaram no fracasso desse
movimento no Brasil.

Atualmente, a necessidade de se compreender as relacdes entre os campos é
reafirmada em uma das competéncias especificas da matematica para o Ensino
Fundamental da Base Nacional Comum Curricular (BNCC): “compreender as relagdes
entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matematica (Aritmética,
Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras areas do conhecimento
[...]” (BRASIL, 2017, p. 267).

Entretanto, ndo é incomum que os campos sejam abordados separadamente

em sala de aula, sem que sejam esclarecidas suas devidas conexdes. Algumas
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escolas chegam a adotar explicitamente a separacdo em suas grades: ao invés da
disciplina Matematica, existem as disciplinas Geometria e Algebra. Uma vez que os
campos sdo ensinados separadamente, os pensamentos referentes a eles também
sao, resultando em uma aprendizagem fragmentada.

Lorenzato (2006), defensor do ensino intradisciplinar — isto €, o ensino
integrando diferentes campos da matematica —, corrobora a importancia desse
ensino:

[...] é falacioso pensar que conhecendo partes do todo, ja conhece o todo.
Por isso, todos os campos da matematica previstos no curriculo oficial devem
ser ensinados, e mais, de modo integrado. Se concordarmos com as
vantagens do ensino interdisciplinar, com mais forte razdo devemos professar
o ensino intradisciplinar, o qual pode ser reduzido, sinteticamente, ao ensino
integrado da aritmética, geometria e algebra. (LORENZATO, 2006, p. 60).

Cabe ressaltar que a proposta de intradisciplinaridade ndo tem por objetivo
isolar a matematica dentro de si propria, isto é, sem se estabelecer relagdes com
outros assuntos e areas de conhecimento. O que a intradisciplinaridade propde € que
as ramificagbes da Matematica ndo estejam dissociadas, como se houvessem

subdisciplinas isoladas (FARIA, 2016, p. 65).

Considero que a falta de relagdo e consisténcia intradisciplinar origina
inGmeras dificuldades nos processos de ensino e de aprendizagem da
Matematica. E nesse sentido que argumento sobre a necessidade de uma
abordagem concomitante de aspectos algébricos, aritméticos e geométricos,
pois quando o contetido matematico é apresentado em compartimentos, sem
propiciar formas de visualizar a coeréncia da totalidade, a aprendizagem fica
comprometida. Por isso, 0 ensino de Matematica deve estar relacionado com
as ligages entre técnicas, procedimentos, fendmenos, conceitos e processos
referentes as ramificagdes da Matematica. (FARIA, 2016, p. 65).

1.2.2. Ponto de vista psicopedagdgico: a teoria dos campos conceituais

Em sua teoria psicolégica dos campos conceituais, Gérard Vergnaud trata de
conjuntos de conceitos que, embora possam ser consistentemente descritos como
distintos uns dos outros, ndo sdo independentes e, além disso, estdo intimamente

relacionados.

Vergnaud toma como premissa que o conhecimento esta organizado em
campos conceituais cujo dominio, por parte do sujeito, ocorre ao longo de um
largo periodo de tempo, através de experiéncia, maturidade e aprendizagem.
(MOREIRA, 2002, p. 8).

Vergnaud define campo conceitual como “um conjunto heterogéneo de

problemas, situacdes, conceitos, relacdes, estruturas, conteldos e operacfes de
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pensamento, conectados uns aos outros e que provavelmente se entrelagam durante
0 processo de aquisicao”. Assim, por exemplo, os conceitos de multiplicagao, divisao,
fracdo, razdo, funcdo linear, etc., pertencem ao campo conceitual das estruturas
multiplicativas (VERGNAUD, 1982, p. 40).

Plaisance & Vergnaud (2003, p. 76) reforcam que um conceito ganha sentido
em situacbes de grande variedade; e situacdes ndo sdo analisadas gracas a um
conceito, mas sim ao conjunto deles. Assim, o dominio de um campo conceitual exige
uma variedade de conceitos, procedimentos e representacbes simbolicas
estreitamente conectados (MAGINA, 2005, p. 4), e ocorre ao decorrer de um longo
periodo de tempo, de forma progressiva.

A teoria de Vergnaud reafirma que existem relacdes entre diferentes conceitos
e que uma aprendizagem completa requer a compreensao dessas relacdes. Dessa
forma, uma vez que muitos conteudos matematicos estdo ligados a diferentes
campos, o0 ensino integrado — desde que feito de forma coerente, respeitando as

caracteristicas de cada campo — é natural e necessario.
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CAPITULO 2. EQUACOES DO SEGUNDO GRAU

O estudo das equagOes compde um importante momento da educacao escolar.
O sinal de igual, que até entdo indicava algo a ser completado com uma resposta final,
passa a ter um novo significado. Em uma equacao, a igualdade ja esta estabelecida,
cabendo a quem a resolve encontrar o valor desconhecido que torne a igualdade
verdadeira.

As equacbes polinomiais do segundo grau, também chamadas equacdes
quadréticas, sdo aquelas representadas na forma ax? + bx + ¢ = 0, onde a,b € ¢ séo
os coeficientes (a # 0), e podem ser classificadas como completas, quando a, b, c #
0, ou incompletas, quando tem-se b =0 e/ou ¢ = 0. Sua resolugdo consiste em
encontrar o valor para x que torne a igualdade verdadeira e pode ser obtida através

—b+Vb2—4ac
2a

da formula x = . No caso das equagdes incompletas, o resultado pode ser,

também, encontrado através de manipulacdes algébricas.

Quadro 2 — Solucéo de equacdes incompletas por meio de manipulacées algébricas

b=0 c=0
ax’+c=0 ax’>+bx =0
ax? = —c x-(ax+b)=0
xzz__c x = 0;
¢ ax+b=0
—c
X =4 [—
a

Fonte: Autoria prépria

Os conceitos iniciais a respeito desse conteudo sao introduzidos a partir do
oitavo ano escolar. Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), é nessa
série que os alunos devem “aprender a resolver e elaborar problemas que possam ser
representados por equacgdes polinomiais do 2° grau do tipo ax? = b” (BRASIL, 2017,
p. 313). Nos anos seguintes, aprofundam-se esses conhecimentos com o estudo dos
métodos para resolucao dos diferentes casos, dos produtos notaveis, dos processos
de fatoracéo, e das fun¢des quadraticas, no Ensino Médio.

Ainda que sejam estudadas em diversos momentos, n&o € incomum os alunos
concluirem a educacdo béasica sem compreender totalmente essas equagdes. Ou

ainda, sem entender o porqué de terem visto sucessivamente um contetdo para o
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qual ndo veem aplicabilidade. Isso porque “ndo aprendemos equagdes, mas 0 modo
de resolvé-las” (ROQUE, 2014, p. 169).

Em muitos casos, as equacdes do segundo grau sao apresentadas sem devida
contextualizagéo e os alunos s&o conduzidos a resolver os exercicios através de
procedimentos memorizados e praticas massivas de repeticdo. No melhor dos casos,
o0 contetdo é introduzido por meio do calculo da area de retangulos, buscam-se
relacdes com outras areas de conhecimento ou sao utilizadas tecnologias — o que
nem sempre € suficiente para sanar uma davida frequente nos alunos: para que isso
serve?

Quando se trata das equacdes de segundo grau, podemos responder a essa
guestdo citando problemas que envolvam areas, a importancia das parabolas —
curvas cuja representacdo algébrica sdo equacBes do segundo grau, e sao
importantes por suas aplicacdes nos campos da fisica e da engenharia —, a razao
aurea e sua aplicabilidade no campo da arquitetura, entre outras.

Essa resposta, porém, talvez ndo seja totalmente satisfatoria, principalmente
porque, ao fazerem tal questionamento, os alunos esperam situacdes cotidianas em
gue aplicardo diretamente a férmula de resolucdo. Quando percebem que, a menos
gue escolham determinadas carreiras profissionais — como a fisica, a engenharia ou
a propria matematica —, nao usarao a formula, deixam de enxergar qualquer utilidade
para aquele conhecimento e acabam perdendo o interesse. Isso porque a forma como
0 conteudo é transmitido em sala de aula, na maioria das vezes, acaba por reduzir as
equacfes do segundo grau a aplicacdo da férmula e nada mais, de modo que o0s
alunos sequer sao levados a refletir sobre o que estéo fazendo ou o raciocinio por tras
dos procedimentos realizados.

Para a obtencdo de melhores resultados na aprendizagem, é necessario
mostrar ndo apenas a férmula, mas também as aplicacfes, os diferentes métodos de
resolucéo e as reflexdes por tras dos mesmos.

Essas reflexfes sao frutos de matematicas que, embora distintas da que temos
nos dias de hoje, tiveram importancia na composi¢cdo do tema como o conhecemos
atualmente. Assim, para melhor compreendermos as equag¢des do segundo grau, seu
surgimento e ampliarmos nossa visdo para além da férmula resolutiva, fagamos uma
retrospectiva histérica de como diferentes povos e matematicos abordavam esse

assunto.
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2.1. A Evolucéo das Equacdes do Segundo Grau

Os primeiros registros completos de estudos sobre as equacdes do segundo
grau datam do segundo milénio antes da Era Comum, feitos pelos babilénicos. E
importante ressaltar que ndo podemos definir esse momento como o inicio, ou
surgimento, dos estudos sobre essas equacgdes. Outros povos podem ter estudado e
desenvolvido métodos préprios bem antes disso, e 0os que desenvolveram estudos
posteriores ndo necessariamente tinham conhecimento dos métodos babilénicos.

A seguir, comentaremos alguns momentos que compfem a histéria das
equacdes do segundo grau. Faz-se necessario reforcar que o desenvolvimento
histérico da matematica, como um todo, néo € linear e que, embora tenhamos tentado
seguir uma ordem cronoldgica, ndo se pode afirmar com conviccdo que existam
relaces entre alguns dos momentos analisados. E por isso que 0S mesmos seréo

escrutinados separadamente.

2.1.1. Os babildnios

A tradicdo de fazer seus registros em tabletes de argila — material de grande
durabilidade —, possibilitou a preservacao dos registros babilonicos ao decorrer dos
milénios. Usuérios do sistema numérico sexagesimal posicional, esse povo possuia
uma matematica bastante desenvolvida. Ha varias possibilidades para a escolha
desse sistema e, segundo Smith (1958, p. 41), a mais provavel € que o nimero
sessenta tenha sido escolhido devido aos seus muitos divisores, que tornavam o
trabalho com fragcdes mais simples.

Além das operacdes fundamentais, os babilénios também resolviam poténcias
e raizes quadradas e registravam os resultados em tabletes. Em um sistema numeérico
como o sexagesimal, alguns célculos podem ser mais complexos do que seriam, por
exemplo, no sistema decimal. Por isso, alguns tabletes tinham funcionalidade
equivalente a das nossas tabuadas e a maioria das operacdes eram diretamente
realizadas com o auxilio deles (ROQUE, 2012, p. 57).

Através de uma analise filologica dos textos babildnicos, o historiador
matematico Jens Hgyrup sugeriu que grande parte dos problemas matematicos eram

formulados e resolvidos em contexto geométrico, por meio do que ele chamou
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‘geometria ingénua” ou “geometria corta-e-cola® (RADFORD, 2011, p. 136).
Diferentemente dos dias atuais, onde 0os numeros constituem a representacdo
fundamental, a representacdo fundamental com os babilénicos era geométrica, e a
maioria de seus problemas trata do comprimento dos lados de retangulos e areas
(HOYRUP, 2017, p. 16, 17). Alguns desses problemas envolviam a resolu¢céo do que
atualmente conhecemos como equacfes do segundo grau, por meio de
procedimentos generalizados para se encontrar um valor desconhecido.

Um dos problemas mais conhecidos esta enunciado na placa BM 13901, que
faz parte da colecdo do British Museum, traduzido por Hgyrup (2017, p. 39) da
seguinte forma: a superficie e minha confrontacdo acumulei: obtive 0,45 — valor este
gue esta na base sexagesimal. Embora ndo esteja explicito no enunciado, supde-se
gue o objetivo é encontrar a confrontacdo, que corresponde ao lado do quadrado.

A solucéo dada pelo escriba babilénico consiste nas seguintes etapas:

0] 1 é a projecao

(i)  quebre 1 na metade (obtendo 0,30) e retenha 0,30, obtendo 0,15
(0,302 = 0,15)

(i)  agregue 0,15 a 0,45

(iv) 1 éolado igual

(v)  retire do interior de 1 os 0,30 que vocé reteve

(vi) 0,30 é a confrontacdo. (ROQUE, 2012, p. 66).

Observe que o problema trata da soma de uma area com um segmento de reta,
grandezas geométricas de natureza distintas. Para “corrigir” essa disparidade, no
passo (i), os babilénicos realizavam uma projecdo de 1: o segmento de tamanho
desconhecido era transformado em um retangulo cujo valor numérico da area era o
mesmo do segmento.

E de extrema importancia destacar que os babil6nicos ndo faziam uso de
incégnitas em sua notacdo, entretanto, por uma questdo de melhor entendimento,
atribuiremos letras aos lados desconhecidos. Assim, em termos atuais, o0 segmento
desconhecido — ao qual atribuiremos o valor x — era transformado em um retangulo

de lados 1 e x.

1 Em sua obra, Hegyrup denota esse valor por 45'. Uma outra notagdo, comum entre muitos
historiadores, seria usar o ponto e virgula para separar a parte inteira da fracionéria e a virgula para
separar os algarismos da parte inteira. Entretanto, faremos uso da representa¢do adotada por Roque
(2012): usaremos a virgula para separar a parte inteira da fracionaria, como é comum no Brasil, e 0
ponto e virgula para separar os algarismos da parte inteira.
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Figura 1 — Passo (i): projecdo do lado desconhecido
1

Fonte: Autoria prépria
Portanto, o acumulo (a soma) da superficie e da confrontacdo é representado

geometricamente conforme mostra a figura 2.
Figura 2 — Acumulo da superficie e da confrontagdo

x 1

Fonte: Autoria propria
No passo (ii), “cortamos” 1 ao meio, obtendo dois retangulos iguais de lados

0,30 e x.
Figura 3 — Passo (ii): quebramos 1 na metade

X 0,30 0,30 x 0,30 0,30

Fonte: Autoria prépria
Ao rearrumar a figura, é possivel observar que os lados dos retangulos
delimitam um quadrado de lado 0,30. Ainda no passo (ii), temos de “reter” esse
guadrado, cuja area € 0,15 (pois 0,30% = 0,15). No passo (iv), agregamos o quadrado

obtido a area anterior, procedimento esse que conhecemos como completar

guadrado.
Figura 4 — Passos (iii) e (iv): completando o quadrado
x 0,30 x 0,30
x X
B
0,30 0,30

Fonte: Autoria prépria
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Sabemos que o acumulo da superficie e da confrontacédo € 0,45, como € dito

no enunciado, e a area do quadrado retido é 0,15. Assim, a area do quadrado

originado é 0,45+ 0,15 =1. Como V1 =1, o lado do quadrado maior mede 1.
Retirando o lado retido, temos 1 — 0,30 = 0,30. Portanto, a confrontacéo é 0,30.

Atualmente, o mesmo problema poderia ser resolvido através de uma equacao
do segundo grau. Observe que na base decimal 0,45 equivale a %‘ Supondo um
guadrado de lado x, a situacdo enunciada pode ser representada, em notacao
simbdlica, por x2+x=z. Substituindo os valores dos coeficientes na férmula

resolutiva, temos:

-3
‘1J—’\/12‘4'1'(T) —1+VE 142
2.1 22
Lembremos que x corresponde ao lado do quadrado e, portanto, ndo faria

. ~ . . 1
sentido ter como solugdo um valor negativo. Assim, temos que x = > 0u, na base

sexagesimal, x = 0,30.

Um segundo exemplo, também presente na placa BM 13901 e traduzido por
Hoyrup (2017, p. 43), traz o0 seguinte problema: Minha confrontacdo dentro da
superficie eu arranquei: obtive 14;30.

As etapas para a resolucdo desse problema seguem alguns dos fundamentos
do problema anterior: através uma projecao de 1, cria-se um retangulo de area x.

Figura 5 — Projecéo do lado desconhecido

1

Fonte: Autoria propria
Dessa vez, entretanto, a confrontagcao esta dentro da superficie e é “arrancada’,
resultando em 14,30. Estamos, portanto, tratando de uma subtracdo. A retirada da

confrontacéo resulta em um retangulo de lados x — 1 e x.
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Figura 6 — "Arrancando" a confrontacéo da superficie
x 1 x—1

Fonte: Autoria propria

O passo seguinte consiste em transformar o retangulo em um quadrado. Para
isso, “cortamos” 1 de x, obtendo um quadrado de lado k = x — 1 e um retangulo de
lados 1 e k. Os passos seguintes sdo semelhantes aos do problema anterior: cortamos
1 ao meio, rearrumamos os retangulos e “retemos” o quadrado de lado 0,30.

Figura 7 — Realizando os procedimentos de "cortar e colar" e "completar quadrado”
k
0,30

0,30 0,30

ke 0,30 k

Fonte: Autoria prépria
A é&rea do quadrado originado é 14;30,15 = 14;30 (superficie menos a
confrontacdo) +0,15 (&rea do quadrado retido). Note que extrair a raiz desse numero
ndo é um processo tao facil, ou rapido. Por isso a importancia dos tabletes com

resultados para os babildnicos, que permitiriam a obtencdo imediata do valor 29,30.
Assim, o quadrado de area 14; 30,15 tem lado 29,30 (pois J14;30,15 = 29,30) ek=
29,30 - 0,30 =29. Como k=x—1, temos que x=29+1=30. Logo, 30 é a
confrontagao.

Em termos modernos, o problema pode ser escrito como: x? — x = 14;30. Na

base decimal, 14;30 equivale a 14 - 60 + 30 = 870. Substituindo os coeficientes na

formula temos:

—(-D+/(-1D2-4-1-(-870) 143481 1459
x = = =
2-1 2 2

34



Considerando que o resultado corresponde a medida do lado de um quadrado,
temos que x = 30.

Como visto, os babilénios possuiam um método préprio e coerente para
resolver problemas desse tipo, sem 0 uso de simbolos, que consistiam em
“procedimentos geométricos aplicados a numeros considerados como grandezas
geométricas” (ROQUE, 2014, p. 175).

N&o é incomum que historiadores definam os procedimentos babilénicos como
essencialmente algébricos e, de fato, ha certa generalidade em seus métodos.
Entretanto, devemos ter cautela com essa afirmacéo, principalmente porque o0s

babilénios néo faziam uso de simbolos.

Se definissemos algebra como um conjunto de procedimentos que devem ser
aplicados a entidades matematicas abstratas, poderiamos até concluir que
os babilénios realizavam uma algebra de comprimentos, larguras e areas.
Mas, nesse caso, deveriamos ter o cuidado de definir a algebra dos babildnios
de um modo particular, e ndo por extensdo do nosso conceito moderno de
algebra. (ROQUE, 2012, p. 71, 72).

Se nos basearmos em nossa definicdo moderna de algebra, podemos acabar
fazendo interpretacdes equivocadas dos procedimentos babilénicos, supondo um

nivel de abstracdo mais profundo do que o presente em seus escritos.

2.1.2. A matematica no Egito antigo

A engenharia de seus templos, os trabalhos de preservacdo dos mortos e
suas inscri¢des, fizeram do Egito, por muito tempo, 0 mais rico campo de pesquisas
histéricas sobre a antiguidade. Muito do que se conhece da matematica egipcia
provém de papiros que resistiram a acao do tempo, devido ao clima seco da regido.

De acordo com Eves (2002, p. 67), ao contrario do que se pensa, a
matematica no antigo Egito nunca alcanc¢ou o nivel obtido pela matematica babilénica.
Segundo o autor, esse fato € consequéncia do desenvolvimento mais avancado da
economia babildonica e o Egito ter se mantido em semi-isolamento. Isso, porém, ndo a
torna menos significativa ou diminui sua contribuicdo para a historia.

Os egipcios utilizavam de um sistema decimal aditivo, o que fazia da adicao
a operacdo mais importante para eles, e tinham conhecimentos aritméticos e

geometricos.
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Havia certo simbolismo em sua notacdo. No papiro de Rhind, o simbolo de
mais corresponde a um par de pernas caminhando da esquerda para a direita —
sentido da escrita egipcia —, enquanto que o de menos era representado por um par
de pernas caminhando da direita para a esquerda — sentido contrario. Também eram
empregados simbolos para a igualdade e para o valor desconhecido (EVES, 2002, p.
74).

Os papiros de Rhind e Moscou apresentam diversos problemas matematicos
gue possibilitam a compreensao dos procedimentos egipcios. Porém, é no papiro de
Berlim que encontramos um problema que corresponde a uma equac¢ao do segundo
grau. O problema possui 0 seguinte enunciado: “uma dada superficie de 100 unidades

de area deve ser representada como a soma de dois quadrados cujos lados estéo
entre si como 1:% " (EVES, 2002, p. 74).
Consideremos um quadrado com lado x e outro com lado y. O problema pode

. 3 .
ser escrito em termos modernos como x?+ y? =100, onde y =X Com isso,

2
obtemos a equacao do segundo grau incompleta x? + Gx) = 100, que nos daré x =

8, considerando que x é o0 lado de um quadrado e dever ser positivo.
Consequentemente, teremos y = 6.

N&o encontramos registros de como exatamente o problema era resolvido.
Mesmo apés a restauracdo, o papiro de Berlim continuou bastante danificado, o que
provavelmente dificultou a traducdo de todo seu contetdo. Entretanto, uma analise
dos relatos sobre a matematica egipcia nos levam a crer que, assim como era feito
com as equacgdes do primeiro grau, problemas desse tipo eram resolvidos pelo método

da falsa-posicéo.

A maioria dos relatos histéricos sobre a matematica egipcia indica que se
tratava de uma matematica essencialmente pratica, baseada em métodos
empiricos de tentativa e erro (como pode ser entendido o método da falsa-
posicdo). (ROQUE, 2012, p. 81).

Note que esse meétodo é puramente aritmético, uma vez que as operacdes
realizadas envolvem quantidades conhecidas (numeros). Devido a escassez de
fontes, ndo sabemos se 0s egipcios possuiam outros métodos ou a profundidade de
seus estudos sobre essas equacbes. Contudo, além do carater aritmético da

resolucéo, consideramos conveniente ressaltar a natureza geomeétrica do enunciado.
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2.1.3. Algumas proposi¢des dos Elementos

A matematica grega é famosa por sua geometria axiomatica e rigorosamente
fundamentada em provas dedutivas, como pode ser visto nos Elementos de Euclides.

Nesta seccdao, trataremos de trés proposicdes do livro Il dos Elementos que,
traduzidas em linguagem moderna, equivalem a algumas nocbes referentes as
equacdes do segundo grau. Nosso objetivo ndo é demonstrar essas proposi¢cdes, mas
mostrar, por meio da traducao para linguagem simbolica moderna, as relacées com o
conceito atual das equacdes quadraticas.

O caréter dos Elementos € puramente geométrico e todas as suas proposi¢oes
sao demonstradas por figuras gerais, as quais nado se associam dimensdes ou
medidas precisas. Ainda assim, no final do século XIX, matematicos e historiadores
defendiam que as proposi¢des do livro Il eram propriedades algébricas, camufladas
pela geometria (ROQUE, 2012, p. 185).

Por isso, salientamos que as interpretacdes algébricas a seguir nao provém da
obra de Euclides. Também ndo podemos afirmar que ele estudou as equacfes do
segundo grau ou algo proximo disso, principalmente porque — ao contrario dos
babilénios, que usavam de métodos geométricos para resolver problemas e encontrar
um valor desconhecido — as proposi¢des que serdao apresentadas parecem ter por
objetivo estabelecer igualdades geométricas de uma forma geral.

Ainda assim, consideramos essa breve analise importante para o presente
trabalho. Primeiro porque a Geometria compde a triade dos campos da matematica
aqui explorados. Além disso, essas proposi¢ces, bem como diversas outras do livro
Il, parecem ter surgido em um contexto em que era importante o estudo da
“‘equivaléncia de areas”, tema este que abordaremos em algumas das atividades do
proximo capitulo.

A sequir, serdo apresentadas as proposi¢cdes IV, V e VI do livro Il, bem como

uma representacdo em linguagem moderna.

Proposi¢éo IV: Se uma linha reta for dividida em duas partes num ponto
arbitrario, o quadrado da linha inteira é igual aos quadrados das duas partes,
e duas vezes o retdngulo contido por essas partes. (EUCLIDES, 1838, p. 42).

Em linguagem moderna: seja o segmento AB cortado por um ponto C qualquer,

gue o divide em dois segmentos de medidas a e b. O quadrado do segmento AB (que

37



mede a + b) é igual aos quadrados das partes (a e b) mais duas vezes o retangulo
contido por essas partes. Ou seja:
(a +b)?> =a?+ b?+ 2ab
O que pode ser geometricamente conforme mostra a figura 8.

Figura 8 — Representacdo geométrica da igualdade algébrica

A a C b B
a a? ab
ab b2 b

Fonte: Adaptado de EUCLIDES (1838, p. 42)

Proposicao V: Se uma linha reta for dividida em duas partes iguais e, também,
duas partes desiguais, o retdngulo contido pelas partes desiguais, junto com
o quadrado da linha entre as se¢des, € igual ao quadrado da metade da linha.
(EUCLIDES, 1838, p. 42, 43).

Em linguagem moderna: seja o segmento AB cortado em um ponto C, que o
divide em duas partes iguais (isto €, C € o ponto médio de AB), e em um ponto D que
o divide em duas partes desiguais. O retangulo contido pelas partes desiguais (AD e
DB), mais o quadrado da linha entre as se¢des (CD) é igual ao quadrado da metade
da linha (AC = CB).

Tomemos AC = CB = a e CD = b. Consequentemente, temos DB = a — b. De
acordo com a proposi¢éao, temos:

(a+b)(a—b)+b?=a? (a+b)(a—b) =a?—b?

Figura 9 — Representacdo geométrica da igualdade algébrica
A a C p D B

Fonte: Adaptado de EUCLIDES (1838, p. 43)
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Proposicdo VI: Se uma linha reta for dividida ao meio, e se Ilhe
acrescentarmos outra linha, o retangulo contido por toda a linha produzida e
a parte dela produzida, junto com o quadrado da linha cortada ao meio, é
igual ao quadrado da linha composta pela metade e a parte acrescentada.
(EUCLIDES, 1838, p. 43).

Em linguagem moderna: seja o0 segmento AB cortado em um ponto C, que o
divide ao meio, e prolongado até um ponto D qualquer. O retangulo contido pelo
segmento originado (AD) e a parte prolongada (BD), mais o quadrado da metade de
AB, é igual ao quadrado do segmento formado pela metade de AB e a parte
prolongada (isto €, o segmento CD).

Tomemos AC = CB =a e CD = b. Consequentemente, BD = b — a. Assim,

temos:

(a+b)(b—a)+a*>=b? (a+ b)(b—a) = b?—a?

Figura 10 — Representacdo geométrica da igualdade algébrica

A a C a B bh—a D
b—a
b
a
Fonte: Adaptado de EUCLIDES (1838, p. 44)

2.1.4. A Aritmética de Diofanto

Especula-se que Diofanto tenha vivido no século Il E.C., mas isso é
contestado, assim como sua possivel origem grega. De seus trés trabalhos, o mais
famoso é a Aritmética, a qual conjectura-se que tenha sido composta por treze livros,
embora apenas seis sejam conhecidos. A parte remanescente dessa obra consiste na
resolucdo de 130 problemas, que levam a equacfes de primeiro e segundo grau,
dentre outras (EVES, 2002, p. 207).

Como sugere o titulo, o livro trata da teoria dos numeros e aborda muitos

conceitos que agora estdo incluidos na é&lgebra (SMITH, 1958, p. 134). Sua
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contribuicdo mais conhecida € a introducdo de uma representacéo para a quantidade

desconhecida em um problema.

Quadro 3 — Representacgbes para as quantidades desconhecidas dadas por Diofanto

Abreviacfes Significado
de Diofanto
G Ultima letra da palavra arithmos, a quantidade desconhecida
AY Primeira letra de dynamis, quadrado da quantidade desconhecida
KY Primeira letra de kybos, o cubo
A'A Quadrado-quadrado (Quarta poténcia)
AKY Quadrado-cubo, quinta poténcia
KYK Cubo-cubo, sexta poténcia

Fonte: Adaptado de Roque (2012, p. 232).
Esse poderia ter sido um importante passo em direcéo a abstracao, entretanto,

como observado por alguns autores, as quantidades desconhecidas séo abreviadas

e nao simbolizadas.

Simbolos ndo sdo somente abreviacdes ou notacdes empregadas para
facilitar a pratica de procedimentos de calculo e resolugcéo de problemas; o
simbolismo algébrico € um tipo de representagcdo que conduz a abstracdes
gue nao estavam presentes na Aritmética de Diofanto. (ROQUE, 2012, p.
234).

Diofanto resolveu algumas equac¢des do segundo grau, tanto determinadas,
guanto indeterminadas. Vejamos trés problemas do livro | da Aritmética, para os quais
apresentaremos a solucdo dada por Diofanto mesclando suas abreviagbes com 0s
simbolos operacionais atuais.

O primeiro problema tem por objetivo “encontrar dois numeros com soma e
produto dados” (HEATH, 1885, p. 169). Considera-se a soma e o produto como 20 e
96, respectivamente.

Observe que a soma dos numeros é 20, logo, se eles fossem iguais, cada um
deles seria 10 (pois 20 + 2 = 10). Entretanto, esses valores ndo satisfazem o produto
(pois 10 - 10 = 100). Diofanto, entdo, supde que a diferenca entre os nimeros seja 2¢,

ou seja, 0os numeros procurados sé&o 10 + ¢ e 10 — ¢. Entéo:

{10+g+10—g=20
(10 +¢)(10 —¢) =96

Do produto temos que 102 — A" = 96, logo ¢ =2. Portanto, os numeros

procurados séo 12 e 8.
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O segundo problema é enunciado por: “encontrar dois numeros com soma e
soma dos quadrados dados” (HEATH, 1885, p. 170). A soma é 20 e a soma dos
guadrados é 208.

Como a soma € a mesma do problema anterior, repetiremos alguns dos
principios: supde-se que a diferenga entre 0os numeros é 2¢ e, portanto, os numeros
procurados sédo 10 +¢ e 10 —¢. Substituindo os valores na soma dos quadrados,
temos:

(10 + ¢)2 + (10 — ¢)2 = 200 4+ 24Y =208 & ¢ = 2

Assim, 0s numeros séo 12 e 8.

O terceiro problema consiste em “encontrar dois numeros com diferenca e
produto dados” (HEATH, 1885, p. 170). A diferenca dada é 4 e o produto 96.

Como a diferenca entre os numeros € 4, podemos escrevé-los como ¢+ 2 e

¢ — 2. Do produto, (¢ + 2)(¢ — 2) = 4Y — 22 = 96, concluimos que ¢ = 10 e oS NUMeros
procurados séao 12 e 8.

Note que os problemas tratam de dois valores desconhecidos, mas o método
de Diofanto nos conduz a encontrar um terceiro valor, que nos fornecerd os dois
primeiros.

Como explicamos anteriormente, mesclamos a simbologia de Diofanto com os
simbolos operacionais atuais. Embora os procedimentos sejam relativamente o0s
mesmos dos mostrados, seus métodos eram enunciados de forma retérica e suas
abreviacdes serviam para simplificar a escrita, ndo para simbolizar. Por mais essa
razdo, ndo podemos afirmar que houvesse um simbolismo algébrico em sua obra.

Uma outra observacdo — que talvez ndo tenha ficado evidente, pois os
resultados encontrados nos trés problemas foram os mesmos — é que Diofanto
apenas considerava resultados racionais positivos e uma unica raiz, mesmo quando
ambas eram positivas (SMITH, 1958, p. 134).

A obra de Diofanto foi uma importante ferramenta impulsionadora para o
trabalho de diversos matematicos europeus, dentre eles Viéte, como veremos na

seccao 2.1.7.
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2.1.5. A matematica hindu

Uma das mais conhecidas contribuicfes hindus para a matematica moderna &
0 sistema numérico indo-arabico — criado por eles e transmitido pelos arabes para a
Europa Ocidental durante a Idade Média —, que € usado ainda nos dias de hoje. Os
mais antigos registros desses simbolos numéricos encontram-se em colunas de
pedras erguidas na india, por volta do ano 250 a.E.C. Nesses registros, o sistema
posicional ainda n&o era usado e também ndo havia um simbolo para representar o
zero, mas acredita-se que os mesmos tenham sido introduzidos por volta de 800 E.C.,
pois o arabe Al-Khwarizmi descreveu de maneira completa o sistema hindu num livro
em 825 E.C. (EVES, 2002, p. 40).

A escassez de registros torna o desenvolvimento da matematica hindu na
Antiguidade um mistério. Também ndo sabemos a influéncia de outras culturas sobre
sua matematica, embora alguns de seus problemas parecam ter inspiragdo na
astronomia babilénica e grega (ROQUE, 2012, p. 237).

Entre os séculos V e XV, surgiram varios matematicos notaveis, como
Aryabhata, Brahmagupta, Mahavira e Bhaskara — conhecido historicamente como
Bhaskara ll.

As obras hindus eram escritas em versos e a linguagem era de dificil
compreensdo. Por isso, era natural que fossem complementadas com comentarios
feitos por outros matematicos, explicando os procedimentos e elucidando seu
significado (ROQUE, 2012, p. 238).

Em seus trabalhos, os hindus faziam uso de linguagem retérica, com algumas

abreviacfes e simbolos, principalmente numéricos.

Quadro 4 — Representacdo das operacdes nas obras hindus

Operagéo Representacao
Adicdo Era indicada por justaposicéo
Subtracdo Colocava-se um ponto sobre o subtraendo
Multiplicacéo Escrevia-se bha (primeira silaba de bhavita, “produto”) depois dos fatores
Divisdo Escrevia-se o divisor debaixo do dividendo
Raiz quadrada Escrevia-se ka (primeira silaba de karana, irracional) antes da quantidade

Fonte: Adaptado de Eves (2002, p. 256).
Os hindus resolviam problemas que hoje exprimiriamos como equacdes do

segundo grau pelo método de “completar quadrado”. Para compreendermos seus
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procedimentos, vejamos dois exemplos explicitando os métodos de Brahmagupta e
Bhaskara.

Brahmagupta foi o mais importante matematico hindu do século VII. Em 628,
ele escreveu o Brahma-sphuta-sidd’hanta (“o sistema de Brahma revisado”), cujo
tema central € a astronomia e possui seis capitulos dedicados a matematica.

Além das abreviacdes citadas anteriormente, Brahmagupta denotava a
guantidade desconhecida por ya (de yavattavat, “tanto quanto”); antes do nimero
inteiro conhecido ele escrevia ru (de rupa, “nimero puro”); e, quando em um problema
havia mais de uma incognita, para as quantidades desconhecidas adicionais ele usava
as silabas iniciais de palavras que expressam diferentes cores (EVES, 2002, p. 256).

Uma das questdes do décimo oitavo capitulo de seu livro conduz a resolucao
do problema ya v 1 ya 10 ru'9, que hoje seria representado pela equacéo de segundo
grau x? — 10x = —9.

Quadro 5 — O método de Brahmagupta
Solucédo dada por Brahmagupta Em simbolismo atual Solucdo em termos modernos
aplicada a uma equacgédo
genérica do tipo ax?+ bx = ¢

O numero absoluto (9) é multiplicado por

quatro vezes o [coeficiente do] quadrado (-9)-4=-36 4a-c
(36)

E adicionado o quadrado do [coeficiente

do] termo médio (100) e extrai-se a raiz —-36+ (—10)?> = 64 4a-c + b?
guadrada

A raiz quadrada extraida (8) é diminuida

pelo [coeficiente do] termo médio (10) 8- (-10)=18 4ac+b*—b
O resultado (18) dividido por duas vezes

- 18 \/ 2 _
o [coeficiente do] quadrado (2) resulta no —=9 vdac+b®—-b

valor 9 2 2a
Fonte: Adaptado de Colebrooke (1817, p. 346, 347).

Os livros mais conhecidos de Bhaskara, que viveu no século Xll, sdo o Lilavati
e o0 Bija Ganita (“semente do célculo”). Neste segundo, em particular, sdo descritos
métodos para resolucdo de problemas envolvendo quantidades desconhecidas.
Seguindo a tradicdo hindu, a obra € expressa em versos. Entretanto, as regras séo
ilustradas por exemplos e sdo comentadas pelo préprio autor (ROQUE, 2012, p. 239).

Vejamos, agora, a resolugcdo de um exemplo do Bija Ganita, que atualmente
. 16 e
seria denotado por ;xz +x +2 =2x% Para esse exemplo, as etapas iniciais

consistem em: eliminar o denominador das fragdes, multiplicando ambos os lados por
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9; e igualar os termos com quantidades desconhecidas a um numero conhecido.
Obtemos, entdo, a equacao equivalente 2x2 — 9x = 18.

O método de Bhaskara, em notacao atual, esta representado no quadro 6.

Quadro 6 — O método de Bhaskara em simbologia moderna

Aplicado a uma equacao genérica do tipo Aplicado ao exemplo
ax?+bx=c
Multiplicamos ambos os lados por 4a: Multiplicando a equacéo por 8:
4a’x? + 4abx = 4ac 16x2% — 72x = 144
Adicionamos a ambos os lados b?: Adicionando 81:
4a%x? + 4abx + b? = 4ac + b? 16x%2 —72x +81 =225
Reescrevemos a igualdade como: Reescrevendo a igualdade:
(2ax + b)? = 4ac + b? (4x —9)? =152
Tomamos a raiz quadrada em ambos os Com isso, temos que:
lados. Obtemos: 4x—9=15ex =5 _¢
4
2ax+b=\/4ac+b2ex=4a%bz_b

Fonte: Adaptado de Roque (2012, p. 241)

A segunda coluna do quadro 6 nos permite compreender as intencdes por tras
do procedimento de Bhaskara: ao transformar o primeiro termo em um quadrado
perfeito, conseguimos eliminar o quadrado do valor desconhecido, transformando a
igualdade em uma equacéao do primeiro grau.

Como mostrado, os métodos hindus, traduzidos em linguagem algébrica atual,
equivalem aos procedimentos da nossa férmula resolutiva de equacdes do segundo
grau. Contudo, ndo podemos atribuir a eles a invengao dessa formula — nem mesmo
a Bhaskara, como é feito no Brasil. A explicacdo para isso é bem simples: os hindus
ndo simbolizavam seus coeficientes. Portanto, o nivel de abstracdo de nossa formula

nao estava presente em sua matematica.

2.1.6. A algebra arabe

Os éarabes sédo conhecidos por seu papel na tradugdo das obras gregas e
disseminacdo das mesmas. Essa, porém, € uma visdo bastante limitada de sua
contribuicdo para a matematica e autores mais recentes tem se preocupado em
desconstrui-la. Mais do que apenas traduzir, os arabes expandiram os conhecimentos
de geometria, trigonometria e astronomia tratados nas obras (ROQUE, 2012, p. 214),
além de contribuirem de forma original. Ao sistematizarem os métodos para resolugao

de problemas, eles criaram um novo campo da Matematica, a Algebra.
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A origem do termo “algebra” esta em um dos mais importantes livros arabes da
Idade Média: o Tratado sobre o calculo de al-jabr e al-muqgabala (Hisab al-jabr w’al-
mugabalah), escrito por Al-Khwarizmi. Al-jabr (algebra) e al-magabala séo palavras
arabes que representam operacdes usadas na resolucdo de equacgdes e significam
‘restauracao” e “balanceamento”, respectivamente (ROQUE, 2012, p. 249).

Al-jabr seria o processo de adicionar termos iguais em ambos os lados da
equacdo para eliminar os termos negativos; ou, ainda, multiplicar ambos os lados da
equacdo pelo mesmo numero para eliminar as fracdes. Ja al-mugabala seria a
reducdo de termos positivos, subtraindo quantidades iguais de ambos os lados da
equacédo (WAERDEN, 1985, p. 4).

A linguagem usada por Al-Khwarizmi em sua obra era exclusivamente retdrica,
de forma que até os numeros eram escritos por extenso. Contudo, ele fazia uso de
palavras especificas — as quais eram vistas como objetos matematicos,
desconectadas de qualquer concretude — para representar os termos das equagdes.
As quantidades conhecidas eram chamadas Adad. A raiz, o valor desconhecido ao
gual chamamos de incdgnita ou raiz, era denominado Jidhr ou Shay. Ja o quadrado
era chamado Mal (ROQUE, 2014, p. 176). Assim, a equagcdo que representamos
atualmente por x? = 2x + 3, seria escrita na forma dois Jidhr e trés Adad igualam um
Mal.

Ele ainda classifica as equacfes em seis possiveis casos, com coeficientes e

soluc¢des positivas. Sao eles:

Quadro 7 — Classificacdo das equacdes por Al-Khwarizmi

Linguagem retdrica de Al- Linguagem retdrica atual: Notacéo simbdlica atual:
Khwarizmi

Mal igual a Jidhr guadrados iguais a raizes ax? = bx

Mal igual a Adad guadrados iguais a um numero ax?=c

Jidhr igual a Adad raizes iguais a um nimero bx =c

Mal e Jidhr iguais a Adad guadrados e raizes iguais a um ax?+bx=c
numero

Mal e Adad iguais a Jidhr guadrados e um ndmero iguais a ax?+c = bx
raizes

Jidhr e Adad igual a Mal raizes e um ndmero iguais a um bx + ¢ = ax?
quadrado

Fonte: Corréa (2009, p. 38)

Convém ressaltar que, por definicdo, o terceiro caso ndo caracteriza uma

equacao do segundo grau.
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No primeiro capitulo do livro, Al-Khwarizmi trata os casos de quadrados iguais
a raizes e, a partir dos exemplos e solucbes dadas, é possivel observar que ele ndo
reconhece x = 0 como raiz. No capitulo Il sdo abordados os quadrados iguais a
nameros. No Il € visto o caso das raizes iguais a um nimero. J4 os capitulos IV, V e
VI abrangem os diferentes casos de equacdes de segundo grau completas (BOYER,
1974, p. 168). Sao apresentados exemplos numéricos de cada um dos casos e 0s
mesmos sao resolvidos por meio de métodos generalizados.

Para cada caso, enunciavam-se regras de solucdo e justificativas
geométricas que deviam servir para qualquer exemplo dentro daguele caso.
Logo, h& uma preocupacdo com a generalidade, ainda que distinta da que
conhecemos em nossa algebra simbdlica. (ROQUE, 2014, p. 177).

Para o quarto caso, um exemplo tratado por Al-Khwarizmi tem o seguinte
enunciado: um Mal e dez Jidhr igualam trinta e nove denares. O mesmo pode ser
escrito em notacdo simbdlica atual como x2 + 10x = 39. O algoritmo de resolucdo

para problemas dentro desse caso esta descrito no quadro 8.

Quadro 8 — O método de Al- Khwarizmi

Solucgéo dada por Al- Operacgbes em Operacgdes em linguagem simbdlica
Khwarizmi linguagem simbdlica moderna considerando uma equacao
moderna genérica do tipo ax?+ bx = ¢
Tome a metade da quantidade 10 5 b
de Jidhr 2 = 2
Multiplique esta quantidade 52=25 b\?
por si mesma (E)
Some no resultado os Adad 25+39 =064 (b 2
=] tc
)
Extraia a raiz quadrada do V64 =8 2
resultado é) I
2
Subtraia deste resultado a g 10 3 2
metade dos Jidhr, encontrando 2 (2) +c _b
a solucdo 2 2

Fonte: Roque (2012, p. 252).
Al-Khwarizmi ainda justifica geometricamente seus procedimentos.

A figura que ilustra esse problema é um quadrado de lado desconhecido, cuja

medidas do lado (a raiz) vocé quer saber.
Figura 11 — Quadrado de lado desconhecido

X

Fonte: Autoria prépria
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Se multiplicarmos um desses lados por qualquer namero, o resultado
representara um valor adicionado ao lado do quadrado. De acordo com o enunciado

do problema, o lado foi multiplicado por 10, isto é, ao quadrado adicionamos 10 Jidhr.
Como a raiz esté ligada ao quadrado, podemos pegar % de 10, que é igual a 2,5, e

adicionarmos a cada um dos lados da figura. Assim, teremos quatro novos retangulos
combinados ao quadrado original, formando uma figura de &rea igual a 39.

Note que faltam, nos cantos, quadrados de lado 2,5. Para completarmos o
Figura 12 — Adicionando ao quadrado 10 Jidhr
X

2,5

Fonte: Autoria propria
guadrado, adicionaremos a figura quatro quadrados de area 2,52 = 6,25.

Figura 13 — Completando o quadrado
x 2,5

2,5

Fonte: Adaptado de Al-Khwarizmi (1831, p. 15)

Logo, a area adicionada a figura foi de 4 -6,25 = 25 e o0 quadrado formado
possui area 39 + 25 = 64 e seu lado mede V64 = 8. Portanto, o lado procurado mede
8-5=3.

O mesmo pode ser explicado por outra figura. Assim como na figura anterior,
primeiramente € construido um quadrado lado desconhecido. O passo seguinte
consiste em adicionar os dez Jidhr. Para isso, dividimos o dez ao meio (obtendo 5) e
construimos dois retangulos iguais cujos lados medem 5 e a raiz procurada. A figura

obtida possui area 39 e, ao ser complementada com um quadrado de lado 5 (e,
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portanto, area 25) obtemos um quadrado de area 39 + 25 = 64. O lado do quadrado
mede 8 (pois V64 = 8). Logo, a raiz procurada é 8 — 5 = 3.
As “demonstracdes” geométricas justificam a necessidade de se completar

Figura 14 — Justificativa geométrica de Al- Khwarizmi para os procedimentos adotados
5

Fonte: Autoria prépria
guadrado e os demais procedimentos realizados, facilitando a compreensao.

A exposicao de Al-Khwarizmi era tdo sistematica e completa que seus leitores
ndo devem ter tido dificuldade para aprender as solucdes. Nesse sentido,
pois, Al-Khwarizmi merece ser chamado “o pai da algebra” (BOYER, 1974, p.
168).

De fato, x = 3 € uma solucdo para o problema. Entretanto, a outra raiz, x =
—13, ndo é mencionada por Al-Khwarizmi, uma vez as grandezas negativas nao sao
consideradas por ele. Até mesmo os coeficientes negativos sédo “eliminados”. A
equacdo x? = 10x — 21, por exemplo, seria transformada em x2 + 21 = 10x, por meio
da operacéo al-jabr.

Um segundo problema é enunciado por meio Mal e cinco Jidhr igualam vinte e

oito Adad ze + 5x = 28). N&o nos ateremos a resolugao desse problema — que é

bastante semelhante ao anterior —, mas é interessante notar que o primeiro passo
realizado por Al-Khwarizmi consiste em transformar o coeficiente do quadrado em 1.
Para isso, ele multiplica ambos os lados da equacéo por 2, resultando na equacao
equivalente x2 + 10x = 56 (um Mal e dez Jidhr igualam cinquenta e seis Adad).
Dessa forma, podemos concluir que haviam alguns dos requisitos para a
aplicacdo dos métodos generalizados. Dentre esses requisitos, temos a necessidade
de que todos os termos da equacéo sejam positivos e que o coeficiente do quadrado

sejaigual a 1.
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2.1.7. A Arte Analitica de Francgois Viete

Como visto anteriormente, os arabes foram responsaveis pela traducao de
importantes obras gregas, que posteriormente foram traduzidas para o latim e se
espalharam pela Europa. No século XVI, embora fosse uma importante ferramenta
para a resolucéo de problemas, a Algebra ainda n&o possuia o prestigio da Geometria,
que era considerada uma ferramenta mais legitima (CORREA, 2009, p. 53). O
predominio da Geometria se deve ao fato de as obras gregas, como os Elementos de
Euclides, seguirem uma organiza¢do axiomatica-dedutiva, organizacdo esta que nao
esta presente nos trabalhos arabes.

A legitimacdo da Algebra se deu a partir de 1591, com a publicagdo de In Artem

Analyticem Isagoge (“Introducao a Arte Analitica”), de Francgois Viete.

[...] Viete procurou fazer da algebra uma ciéncia nos moldes gregos,
apresentando-a de maneira axiomatica. Resolver equacgfes algébricas por
métodos algébricos servia como auxiliar na construcdo geométrica de
solucdes para os problemas geométricos. O objetivo de Viete era mostrar que
a &lgebra podia ser util aos problemas de construgéo que tinham ocupado os
gregos, uma vez que pretendia fundar uma nova algebra com o mesmo
prestigio da geometria (ROQUE, 2012, p. 299).

Essa obra foi fortemente influenciada pelo trabalho de Diofanto, pois as
guantidades desconhecidas na Aritmética levaram Viete a crer que 0S gregos
possuiam um método geral para a pratica da andlise?, que havia se perdido (ROQUE,
2012, p. 298). Viete, inclusive, retoma alguns problemas presentes na obra de

Diofanto.

[...] no podemos afirmar que ele estava apenas estudando uma obra antiga
com um novo olhar. Na verdade, ele pretendia mostrar que a sua arte analitica
permitia que problemas antigos fossem resolvidos com toda a elegancia e
rigor que a Matematica exige (CORREA, 2009, p. 54).

A algebra de Viete difere da arabe por se tratar de uma logistica speciosa. Ele
introduziu simbolos para representar as grandezas, fossem elas numeéricas ou
geomeétricas, com quantidades conhecidas ou desconhecidas. As incognitas eram
representadas por vogais e o0s coeficientes pelas consoantes, todas as letras
mailsculas. Essa notacdo permitiu, sobretudo, que os problemas fossem resolvidos

de forma geral, ao invés de casos particulares.

2 Baseado na Colegdo Matematica de Pappus, Viete explica que a analise consiste em “pressupor
aquilo que se busca como se estivesse concedido para chegar a uma verdade, por meio de
consequéncias” (VIETE, 1983, p. 11).
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Embora sua notacdo fosse moderna e simbdlica em alguns aspectos, Viete

também recorria a linguagem retdrica, em especial para classificar as escalas e seus
géneros. O gque atualmente denotamos por AZ era escrito por ele como A quadratum;

A3 era A cubus; A’ era A quadrato-quadrato-cubus. Apesar de clara, a notacao se
torna pouco pratica conforme aumentamos o grau do termo.

Em sua obra, Viéte organiza a Algebra de forma axiomatica, estabelecendo
regras fundamentais das equacdes, propor¢cdes e das fases do seu método analitico.

O oitavo e ultimo capitulo do livro € composto por 29 topicos que definem o que
€ uma equacao e os termos que a compdem. No segundo topico, ele explica que uma
equacdo é a comparacdo entre uma grandeza desconhecida e uma grandeza
conhecida (VIETE, 1983, p. 29), e conclui o capitulo explicitando o objetivo de sua arte
analitica: resolver todos os problemas.

Em seguida, Viéte estuda uma série de problemas, aos quais ele chamou de
Zetéticas, separados em cinco livros. Alguns problemas envolvem as equacdes do

segundo grau. O quadro 9 contém o décimo problema do segundo livro.

Quadro 9 — Solucéo dada por Viete para o problema Zetéticas X.
Solucgéo dada por Viete Explicando os passos mesclando a simbologia

atual com a de Viete

Dado um plano que consiste no produto dos ED+E*+D?=B

lados dos retangulos e no quadrado dos lados | Onde D,B s&o valores conhecidos e E é a raiz
individuais e dada, também, um dos lados, para | procurada.

encontrar o outro lado. Atribuimos o simbolo E para a raiz procurada a
Seja B plano consistindo na soma do produto dos | fim de respeitar o simbolismo de Viéte, onde as
lados e dos quadrados de cada um deles e, além | quantidades desconhecidas sdo representadas

disso, seja D um dos lados. por vogais mailsculas.

Seja A o lado procurado mais a metade do lado | O termo in refere-se a multiplicacdo. Assim,
fornecido. O lado procurado serd A menos D%. E | D in A seria atualmente denotado por D - A

0 quadrado € A quadrado menos D in Amais A=E + %D

D quadrado i.

E=A 1D
B 2

1
E? = A - DA +ZD2
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Solucgédo dada por Viete

Explicando os passos mesclando a simbologia

atual com a de Viete

Estes dois quadrados mais o produto dos lados
sdo iguais a Bplano, de acordo com o que foi
proposto.

O produto dos lados é DinA menos

D quadrado %

Substituimos o valor atribuido a E (o lado
desconhecido) na equacao

1 1
AZ—DA+ZD2+D2+<A—§D)-D=B

1 1
AZ—DA+ZD2+D2+DA—§D2:B

Portanto, A quadrado mais D quadrado % € igual
a B e, configurando como uma equacéao, temos:

A quadrado igual a B plano menos D quadrado %.

Simplificando a equacao obtida anteriormente,

temos:
3
A*+-D? =B
+ 4

3
A2 =B ->D?
4

Logo, a raiz quadrada de B menos D quadrado

z, menos a metade do lado dado.

A2=B —EDZ, entdo A = /B —%DZ

E=a—ip=|p-3p2_1p
B 27 4 2
Portanto E = /B—ZDZ—%D

SejaB plano 124e D 2

Portanto v121 — 1 é o lado necessario

3 1
E = 124—222—22=\/121—1

SejaB plano 124e D 10

Portanto v49 — 5 é o lado necessario

’ 3 1
E= 124—1102—510=\/49—5

Fonte: Adaptado de Viete (1591).

No capitulo VIII de seu livro, Viete chama a quantidade desconhecida de uma

equacao de “raiz”. Entretanto, como vimos no exemplo anterior, ele faz uso do termo

‘lado do retadngulo”, o que torna necessario que a solugdo seja positiva. Essa

observacao evidencia o que Corréa (2009, p. 67) define como uma “fraqueza de sua

algebra”: ele ndo considerava grandezas negativas.

2.1.8. A Geometria de Descartes

O matematico francés René Descartes — assim como Pierre Fermat — é

frequentemente lembrado por sua contribuicdo para o processo de composicdo da

Geometria Analitica que conhecemos nos dias de hoje.
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O terceiro apéndice de uma de suas mais famosas obras, o Discurso sobre o
Método, publicada em 1637, se chama Geometria e se divide em trés partes. Ja na
primeira parte, nos deparamos com principios geometricos que em muito superam a
matematica grega.

Para os gregos, a variavel representava o comprimento de um segmento. A
multiplicacdo de duas variaveis representava a area de um retangulo; trés variaveis
multiplicadas representavam um paralelepipedo retangulo; e ndo iam além disso. Para
Descartes, entretanto, a poténcia quadrada ndo era associada a uma area retangular,
mas sim a um segmento de reta. Isso era possivel considerando-se um segmento
arbitrario como a “unidade” (EVES, 2002, p. 384).

Consideremos, por exemplo, o segmento de reta AB a unidade. Para multiplicar
BD por BC, basta unirmos os pontos A e C e tracarmos DE paralelo a AC. Entdo BE
sera o produto (DESCARTES, 1954, p. 4).

Figura 15 — Representacdo geométrica do produto entre dois segmentos

D A
Fonte: Adaptado de Descartes (1954, p. 4)

Para compreendermos porque BE é o produto, basta observarmos que AB = 1,

BE _BC
logo, 5= 1 © BE = BD - BC.

O simbolismo algébrico de Descartes apresenta algumas novidades em relacéo
ao de Viete. Ele representa a incognita pelas ultimas letras do alfabeto (w,x,y,z) e os
coeficientes pelas letras iniciais.

Ele analisa alguns casos de equacdes do segundo grau e mostra a construcao
do segmento de reta que representa a raiz procurada.

Para o exemplo z% = az + b?, constréi-se o triangulo retangulo NLM, com LM =

a . , . ~ . . a
b e NL =-. Em seguida, ¢ tragada a circunferéncia com raio - e centro em N, que
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corta MN em P, e prolonga-se MN até O, tal que NO = NL. Assim, temos que OM =

2
z=2+ [“+ b2,
2 4

Figura 16 — Constru¢do do segmento que representa a raiz

R

L b M
Fonte: Adaptado de Descartes (1954, p. 12)
Para compreendermos porque OM = z, tracemos os segmentos OL e LP.

Figura 17 — Tracando OL e LP

M

Fonte: Adaptado de Roque (2012, p. 323)

Observe que MLP = LOM, pois determinam o mesmo arco na circunferéncia.
Logo, os triangulos OLM e LPM sdo semelhantes (ROQUE, 2012, p. 324).

Figura 18 — Tridngulos semelhantes
L

L b M 0 M
Fonte: Autoria prépria
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Assim, % = % = OM - PM = LM?. Chamando OM = z, temos que PM =z —a.

Podemos, entdo, reescrever OM - PM = LM? como z(z —a) = b% ou z? = az + b?
(ROQUE, 2012, p. 324).
O mesmo triangulo retangulo NLM do exemplo anterior era usado para obter a

raiz da equacdo y? = —ay + b?. Dessa vez, porém, a raiz procurada é representada
pelo segmento PM, de forma que PM =y = —7a + /af + b2. Como PM =y, teremos

OM = a + y. Substituindo os termos na igualdade OM - PM = LM?, temos (a + y)y =
b? ou y? = —ay + b?.

Para a equacdo z? = az — b?, Descartes constréi o segmento NL = %e LM = b,
como no exemplo anterior, e traca a reta MR paralela a NL. Em seguida, é tracada a
circunferéncia de centro N e raio NL, que corta MR em Q e R. Assim, temos que a raiz

procurada € MR ou MQ.

Figura 19 — Construgdo dos segmentos que representam as raizes

ST

L b M

Fonte: Roque (2012, p. 324)
Para vermos que 0s segmentos satisfazem & equacéo, observemos que QLM =

LRM, pois determinam o mesmo arco na circunferéncia. Logo, os triangulos retangulos
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LRM e QLM séao semelhantes. Assim, temos % = % e LM? = MR - MQ (ROQUE,

2012, p. 325).
Figura 20 — Triangulos semelhantes

L

Q
& |
M b L M R

Fonte: Autoria prépria
2
Tomemos, primeiramente, MR = z = % + /a: — b2, entdo LM? = z- MQ.

Note que NQ = NR = % pois sédo raios da circunferéncia de centro em N; NO =

2
LM =b; e RO=0Q = a:— b2, pois sdo catetos correspondentes dos triangulos

retangulos NOQ e NOR, gue s&o congruentes.

Temos que MQ=z—-RQ e RQ=2 fa:z—bz = 2(2—3). Logo MQ =z —
2 (z — g) = a — z. Substituindo os valores de LM, MR e MQ na igualdade LM? = MR -

MQ, temos b? = z(a — z) ou z2 = az — b2 (ROQUE, 2012, p. 325).

Para MQ=z=§— /a:z—bz teremos MR = z + RQ, onde RQ =2 fa:z—bzz

~2(z—7%). Entdio MR =z —2(z—%) = a -z Assim, a igualdade LM’ = MR -MQ

pode ser reescrita como b? = z(a — z) ou z? = az — b2.

Descartes observa que se a circunferéncia ndo tocar o a reta MQR em nenhum
ponto, a construcdo do problema é impossivel (DESCARTES, 1954, p. 15).

Como representava as raizes por segmentos de reta, ele ndo considerava 0s
resultados negativos. Para o terceiro caso apresentado, sdo determinadas duas raizes
pois ambas séo positivas.

Ainda que os problemas fossem resolvidos por uma construcdo geométrica, o
método de Descartes era inovador na geometria. Ao operar com as grandezas como

se fossem numeros, ele proporcionou a mistura de géneros tidos como distintos: a
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aritmética e a geometria (ROQUE, 2012, p. 323). Observamos, ainda, sua notacao

algébrica, que permite generalizar seus métodos.
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CAPITULO 3. ENSINANDO EQUACOES DO SEGUNDO GRAU INTEGRANDO
ARITMETICA, GEOMETRIA E ALGEBRA: PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA

Nesse capitulo, apresentaremos uma proposta de sequéncia didatica que visa
0 ensino de equacdes do segundo grau integrando diferentes campos da matematica:
a Aritmética, a Geometria e a Algebra. A sequéncia tem por objetivo geral romper com
os moldes tradicionais de teoria-exemplos-exercicios de fixacdo, propiciando a
construcao do conhecimento por meio do desenvolvimento gradual do conteddo e dos
procedimentos. Para isso, introduziremos o conteddo por meio da utilizacdo de
conceitos geométricos para, aos poucos, adquirirmos a generalizagdo e o caréater
algébrico desejado. Além disso, exploraremos formas variadas de resolucéo.

Como dissemos no segundo capitulo, o primeiro contato dos alunos com as
equacOes do segundo grau acontece no 8° ano escolar, com o estudo das equacdes
incompletas do tipo ax? = b. Entretanto, é a partir do ano seguinte que esses estudos
sao realmente aprofundados. Por isso, a sequéncia proposta tera como publico alvo

alunos do 9° ano.

3.1. Algumas Consideragdes

Antes de apresentarmos as atividades que compdem a sequéncia didatica,
faremos algumas consideracfes a respeito de nossa abordagem metodolégica e

justificaremos alguns de nossos métodos.

3.1.1. A importancia da aritmética, da geometria e da algebra para a sequéncia

didatica

Sendo as equacgtes do segundo grau constituintes do campo da Algebra, ndo
seria incomum questionar o porqué de promover seu ensino incluindo a Aritmética e
a Geometria. Ja discutimos, no primeiro capitulo, a importancia de cada um dos trés
campos e do ensino intradisciplinar. Trataremos agora desses aspectos no ensino das
equacdes do segundo grau.

No capitulo anterior, vimos alguns dos momentos que compdem a historia

dessas equacdes. Do ponto de vista historico, houve forte presenca dos campos
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citados na evolucao do tratamento das equacdes do segundo grau, até o ponto como
hoje as conhecemos.

Os enunciados dos problemas babilbnicos possuiam carater geométrico e,
embora néo fizessem uso de simbolos para representar a quantidade desconhecida,
havia certa generalidade em seus métodos. Os métodos egipcios, de tentativa e erro,
eram aritméticos. Euclides, ainda que nao tenha estudado diretamente as equacdes
do segundo grau, provou igualdades de areas geométricas que, traduzidas em
linguagem moderna, representam identidades algébricas. Diofanto resolveu equacgdes
com duas incognitas transformando-as em equac¢des do segundo grau com uma
incognita, por meio de procedimentos aritméticos. Os hindus resolviam seus
problemas pelo método de “completar quadrado”. Al-Khwarizmi fazia uso de
construcdes geométricas para justificar seus métodos algébricos. Viete preocupou-se
em desenvolver métodos gerais para que pudesse resolver todo tipo de problema. Por
fim, temos Descartes, com seus procedimentos que reuniam os trés campos.

Cada campo possui sua devida importancia na sequéncia didatica que sera
apresentada. A Aritmética é composta por no¢des fundamentais da matematica, como
contar, ordenar, quantificar e operar com 0s numeros, assim, seu papel sera
fundamental. Partiremos dos numeros, para chegarmos a abstracdo da Algebra e
formalizacdo dos conceitos. Trabalharemos, também, conceitos e propriedades

geomeétricas, explorando os aspectos visuais proporcionados por esse campo.

Nessa integracdo, a presenca de figuras exerce importante papel na
aprendizagem matematica, porque elas possibilitam aos alunos a
visualizacdo do todo, bem como das partes que o compde e, assim, facilita o
desenvolvimento da habilidade mental de operar com as partes sem perder
de vista o todo. (LORENZATO, 2006, p. 70).

Nao estamos, porém, reduzindo a geometria aos Seus aspectos visuais.
Tampouco estamos afirmando que seu uso facilita a compreensao. Assim, seremos

cautelosos no uso que faremos para facilitar o processo de entendimento.

3.1.2. A Histéria da Matematica

Muito se tem comentado sobre o potencial da Histéria da Matematica como um
recurso para o ensino-aprendizagem dessa area de conhecimento, como pode ser
visto nos trabalhos de Miguel (1993), Furinghetti (1997), Gutierre (2001) e Miguel e

Miorim (2004). Os debates que cercam seu uso podem reforcar ou colocar em duvida
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sua eficacia metodolégica. Ambos 0s argumentos sao importantes, uma vez que
possibilitam conhecermos suas potencialidades, mas sem criarmos a ideia fantasiosa
de que a historia resolveria 0os muitos problemas no ensino-aprendizagem de
matematica.

Basearemos algumas atividades de nossa sequéncia didatica em problemas
vistos no capitulo anterior. Isso nao quer dizer que queremos que os alunos aprendam
cada nome, método, simbolo ou notacao presente na historia, mas sim mostrar —
dentro de nossa notagao e simbologia atual — um contexto para o surgimento dessas
praticas e calculos.

Para Vergnaud (1993, p. 1), “é através das situacdes e dos problemas a
resolver que um conceito adquire sentido para a criang¢a”. Dessa forma, ao ressaltar o
papel das situagdes (ou contextos) na constru¢cao de um conhecimento por parte do
aluno, compreendemos que 0 autor vé na contextualizacdo a possibilidade de tornar
a aprendizagem mais significativa.

O uso da Historia da Matematica para a contextualizacédo justifica-se no fato de
que ela pode servir de elemento motivador, na medida em que sugere que a
matematica € uma criacdo humana, refletindo diferentes preocupac¢des em culturas
distintas, podendo ensejar comparagcfes entre 0 conhecimento atual e aquele de

diferentes épocas.

3.1.3. O uso do material didatico

Em algumas das atividades sera sugerido o uso de materiais didaticos.
Lorenzato (2009, p. 18), define material didatico (MD) como qualquer instrumento que
possa ser util ao processo de ensino-aprendizagem (um giz, calculadora, filme, livro,
jogo, caneta, quadro, entre outros).

Com o uso do material, pretendemos proporcionar a experimentacdo, a
manipulacdo e construcdo de percepcdes, pelos alunos, por conta prépria. Aqui
reforcamos o papel do professor, que serd um agente facilitador da construcdo do
conhecimento, que nao Ihes entregara as respostas prontas, mas sim os auxiliarad em
seu processo de aprendizagem, auxiliara na discussdo dos diferentes resultados,

sejam eles certos ou errados, fazendo do erro uma possibilidade de aprendizagem. E
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importante a manipulacao de materiais didaticos por parte dos alunos, pois isso pode

permitir que eles cheguem a suas proprias conclusdes.

Assim, por exemplo, para um mesmo MD, ha uma diferenca pedagdgica entre
a aula em que o professor apresenta oralmente o assunto, ilustrando-o com
um MD, e a aula em que os alunos manuseiam esse MD. O MD é o0 mesmo,
mas os resultados do segundo tipo de aula serdo mais benéficos a formacgéo
dos alunos porque, de posse do MD, as observacgdes e reflexfes deles serdo
mais proficuas, uma vez que poderdo, em ritmos proprios, realizar suas
descobertas e, mais facilmente, memorizar os resultados obtidos durante
suas atividades. (LORENZATO, 2009, p. 27).

Ressaltamos que o material € uma ferramenta auxiliadora e ndo objeto de
aprendizagem pura. Isto é, os alunos nao aprenderdo s6 com ele, é necessario
contextualizar, mostrar como usar, organizar 0s passos, sistematizar, dar instrucoes.
Quando apenas damos o material aos alunos, ndo necessariamente eles fardo um
bom uso ou entenderdo como funciona. Além disso, é necessaria a reflexdo do aluno
sobre os processos que esta efetuando com o material.

N&o seremos ingénuos atribuindo um valor quase que magico ao uso de um
material. Nem sempre ele funcionara e existem diversos fatores que podem gerar esse
insucesso. Também nao ocultaremos o fato de que € mais facil dar aula sem ele.
Existem questdes que podem dificultar para o professor a aplicagdo de uma atividade
com material didatico, como o curriculo escolar e o pouco tempo de aula. Entretanto,
0 que devemos questionar nao é o que é mais facil para o professor, mas sim o que é
mais util & aprendizagem do aluno. As observagdes, constatagbes e descobertas

feitas por eles, quando conduzidos ao uso correto do material, sdo produtivas.

3.1.4. O trabalho em grupo

Uma das caracteristicas de nossa sequéncia didatica € a sugestao de que as
atividades sejam trabalhadas com a turma dividida em grupos de até quatro alunos. A
socializacao dos alunos em sala de aula € natural e queremos explorar positivamente

essas interacgdes, proporcionando discussdes sobre as atividades.

Trabalhando em pequenos grupos, os alunos tém potencial para dar
explicacdes compreensivas e oportunas. Ao tentar resolver o problema pela
primeira vez, podem compreender melhor do que o professor o que seus
homoélogos ndo compreendem. Além disso, uma vez que os alunos
compartem uma linguagem semelhante, podem traduzir vocabulério dificil e
expressdes e, assim, utilizar uma linguagem que seus colegas podem
entender (SILVA, 1998, p. 139).
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E importante que o professor transite entre os grupos, observando os

procedimentos adotados, solucionando duvidas e incentivando a participacdo de

todos os integrantes.

3.1.5. Conhecimentos prévios

Para a realizacdo das atividades, serdo necessarios alguns conhecimentos

prévios por parte dos alunos, conhecimentos estes que se supde terem aprendido em

séries anteriores. Dentre eles, destacamos:

conhecer as operacfes aritméticas;

e reconhecer figuras planas;

e saber calcular areas e o método de decomposigao;

e saber equivaléncia de areas;

e conhecer a linguagem matematica;

e conhecer unidades de medida.

3.2.

A sequéncia didatica sera composta por sete atividades, as quais estédo

A Sequéncia Didatica

sintetizadas no quadro 10 e totalizam 13 horas/aulas.

Quadro 10 — Sintese das atividades da sequéncia didatica

Atividades Titulo Objetivos Duracédo
1 Nivelando Relembrar o célculo de &areas e perimetro de | 1 hora/aula
conhecimentos | figuras planas, a igualdade entre areas e o
processo de decomposicdo de figuras para
nivelar os conhecimentos dos alunos.
2 Introdugdo as | Introduzir os conceitos iniciais sobre as | 2 horas/aulas
equacbes do | equagdes do segundo grau: definicdo, formula
segundo grau | genérica e a diferenca entre coeficientes e
incégnita.
3 Trindbmios Possibilitar a compreensdo dos trindmios | 2 horas/aulas
quadrados guadrados perfeitos por meio do calculo da area
perfeitos de quadrados, estabelecendo relagfes entre a
area do todo e da soma de suas partes.
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Atividades Titulo Objetivos Duracéo
4 Completando Proporcionar a compreensdo do método de | 2 horas/aulas
quadrado completar quadrado por meio de procedimentos
geométricos e algébricos.
5 Apresentando | “Construir’” a férmula resolutiva a partir dos | 2 horas/aulas
a formula | métodos de resolucéo utilizados em atividades
resolutiva anteriores.
6 Soma e | Estabelecer as relacBes da soma e do produto | 2 horas/aulas
produto de | das raizes da equacdo com os coeficientes
raizes a,bec
7 Problemas Mostrar aplicacbes para as equacdes do | 2 horas/aulas
segundo grau e exercitar a capacidade de
interpretar o que é pedido, transitando entre a
lingua materna e a linguagem matematica.

Fonte: Autoria prépria.

3.2.1. Atividade 1: nivelando conhecimentos

Como dissemos, para melhor compreensdo das atividades por parte dos

alunos, sdo necessarios alguns conhecimentos prévios. Embora esses
conhecimentos devam ser obtidos e aprimorados em anos anteriores, ndo ha
garantias de que o aluno se lembre ou, ainda, os tenha aprendido. Assim, a primeira
atividade tem por objetivo relembrar o calculo de areas e perimetro de figuras planas,
a igualdade entre areas e o processo de decomposicéo de figuras, a fim de nivelar os
conhecimentos dos alunos e evitar que alguns deles sejam “deixados para tras” no
decorrer das atividades.

Para a realizacéo dessa atividade, sugere-se a divisdo da turma em grupos de
trés a quatro alunos e cada um dos grupos recebera um kit contendo 25 quadrados
de mesma medida, os quais serdo definidos como unitarios (que podem ser
confeccionados em EVA, papel cartdo ou outro material que possa ser manipulado e
nao se degrade rapidamente), e uma folha com os exercicios.

A atividade é composta pelos seguintes exercicios:

1) Utilizando as pecas que recebeu, construa os quadrilateros pedidos e

preencha a tabela com as informacgdes pedidas:

a) Quadrado de lado 2;
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b) Retangulo de lados 1 e 4;
¢) Quadrado de lado 4;

d) Retangulo de lados 2 e 8;
e) Quadrado de area 9;

f) Retangulo de area 12;

g) Quadrado de perimetro 20;

h) Retangulo de perimetro 20;

Tabela 1 — Tabela a ser preenchida pelos alunos na 12 questao da Atividade 1

Base Altura Numero de pecas Area

Perimetro

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

h)

Fonte: Autoria prépria.

2) Qual a relacdo entre a area e o numero de pecas?

3) Calcule a area dos poligonos abaixo:

Figura 21 — Poligonos referentes a 32 questao da Atividade 1

12

1

2
2
4 6 3 8

Fonte: Autoria propria

Antes de os alunos darem inicio a atividade, o professor deve explicar que as
pecas se tratam de quadrados unitarios, isto €, cujo lado mede 1 e, portanto, a area

também mede 1. Além disso, devem ser relembradas as caracteristicas fundamentais

dos lados e angulos dos quadrados e dos retangulos.

Na primeira questédo, usando os quadrados unitarios, os alunos devem montar
os quadrilateros pedidos e preencher a tabela registrando a medida de sua base, a
medida de sua altura, o nUmero de pecas utilizadas em sua composi¢céo, sua area e

seu perimetro. No caso dos retangulos, os resultados nas tabelas podem variar nas
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colunas da base e da altura. Para o retangulo de perimetro 20, por exemplo, diversas
sdo as representacdes possiveis. A figura 22 mostra dois retangulos, de bases e

alturas distintas, que possuem esse perimetro.

Figura 22 — Retangulos de bases e alturas distintas, que possuem perimetro 20

7
8 [ |

Fonte: Autoria propria

O professor deve chamar a atencdo dos alunos para a possibilidade de
guadrilateros distintos terem areas iguais.

Com a segunda questao, espera-se que 0s alunos observem que o niumero de
pecas usadas na construgao das figuras € o mesmo da area. O professor deve instigar
a turma sobre o porqué de isso ter acontecido e explicar a razdo: os quadrilateros
formados resultam da unido de quadrados de area 1. Assim, a area de uma figura
pode ser calculada a partir da soma da area das partes que a compdem.

Fazemos uso dessa propriedade na terceira questao, na qual os alunos devem
calcular as areas das figuras por meio de sua decomposicéo. A figura 23 apresenta
duas decomposicdes possiveis para o primeiro poligono.

Figura 23 — Decomposig¢do do poligono

5 : .
Fonte: Autoria propria

E importante ressaltar que embora as questées envolvam, principalmente, o
pensamento geométrico, 0 pensamento aritmético também est4 presente e €
importante ferramenta para o desenvolvimento das mesmas, uma vez que a area € 0

perimetro dos poligonos sao obtidos a partir de operacdes aritméticas.
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3.2.2. Atividade 2: introducgéo as equac¢des do segundo grau

Nessa atividade, dividida em duas partes, introduziremos as equacgdes do
segundo grau. A atividade consiste na resolucao de seis questdes, trés em cada parte,
e deve ser finalizada com a caracterizacdo e formalizacdo dos conceitos.
Recomendamos que seja desenvolvida em duplas, para que os alunos debatam entre
si estratégias de resolucdo. Cada dupla deve receber uma folha com os exercicios
propostos.

Faremos a introduc&o do contetddo por meio de questdes que recorrem ao uso
da geometria. Justificamos essa abordagem no fato de que, em diversos momentos
de sua evolucéo historica, as equacfes do segundo grau apareceram intimamente
relacionadas ao célculo de areas retangulares, de forma que uma das possiveis
razdes para seu surgimento e desenvolvimento esta ligada a abordagem geomeétrica.
O proprio termo “equacéo quadrética” sugere essa relacdo, bem como os termos dos
procedimentos de elevar “ao quadrado” — quando se multiplica o nimero por si
préprio, 0 que seria 0 equivalente a calcular a area de um quadrado — e extrair a “raiz
quadrada” — do latim, radix quadratum, “lado do quadrado”, que seria encontrar o
lado do quadrado que possui aquela area —, envolvidos no estudo dessas equacoes.

A primeira parte € composta pelas seguintes questdes:

1) Quanto mede o lado de um quadrado que tem 121 cm? de area?

2) Em um terreno quadrado foi construida uma casa retangular de 8,5m por

12m. Sabendo que a é&rea livre restante tem 298 m?, quanto mede a area
total do terreno? Qual a medida dos lados do terreno?

Figura 24 — Representacdo geométrica referente a 22 questéo da Atividade 2

Fonte: Autoria propria
3) Somei a area de quatro quadrados iguais e obtive 676 cm2. Qual a medida

dos lados desses quadrados?
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Figura 25 — Representacdo geomeétrica referente a 32 questao da Atividade 2

+ + + = 676

Fonte: Autoria prépria

Nessa etapa, os alunos devem resolver livremente as questdes, utilizando seus
préprios métodos e reflexdes. O professor ndo deve exigir nem influenciar o uso de
notacdes e manipulacdes algébricas, isso porque as questdes podem ser resolvidas
a partir das operacfes aritméticas de soma, multiplicacdo, divisdo e extracdo de
raizes. A terceira questao, por exemplo, pode ser resolvida por meio da percepcéo de

gue se quatro quadrados iguais possuem, juntos, area 676, entdo cada um deles
possui area ? = 144 e que, portanto, o lado de cada um deles mede V144 = 12.

Ao fim dessa etapa, os alunos devem ser questionados sobre seus
procedimentos e o raciocinio por tras dos mesmos. Apés a discussao dos resultados,
o professor deve expor a resolugéo algébrica — sem desconsiderar as respostas dos
alunos — e, entdo, introduzir as equagdes do segundo grau do tipo ax? = c.

Na segunda parte da atividade serdo trabalhadas as equacdes do tipo ax? =
bx, sendo composta pelas seguintes questdes:

4) Um numero elevado ao quadrado € igual ao seu triplo. Que namero é esse?

5) Sabendo que o triangulo de base 8 e altura x e o quadrado de lado x

possuem a mesma area, calcule o lado do quadrado.

Figura 26 — Representacéo geométrica referente a 52 questao da Atividade 2

o
8

Fonte: Autoria prépria

6) Um trapézio e um retangulo possuem a mesma altura e a mesma area.
Sabendo que a base do retangulo é 4 vezes maior que sua altura, e as bases
do trapézio medem 3 e 7, determine a altura e a area de cada um dos

guadrilateros.
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Ao contrario da etapa anterior — onde primeiro os alunos resolvem as questdes
e sO depois os conceitos s&o formalizados —, a segunda parte deve ser iniciada com
o professor resolvendo a quarta questao juntamente com os alunos. Isso porque
mesmo que o0s alunos consigam representar algebricamente os problemas, nao
necessariamente conseguirao resolvé-los.

Observe que para obtermos a solucdo para a questéo 1, basta extrairmos a raiz
guadrada de 121. Podemos escrever e solucionar esse problema, algebricamente, da
seguinte forma:

x? =121 = x = +V121 = +11

Caso o aluno utilize do mesmo método na questao 4, ele obtera x?> = 3x e x =
V3x e, provavelmente, ndo saberda o que fazer em seguida. Assim, consideramos
interessante que esse caso seja introduzido a partir da discusséo com os alunos das
possibilidades para resolugéo.

Em ambos os casos, o professor deve explicar a possibilidade de existirem até
duas solucdes e incentivar os alunos a verificarem as solucdes, isto é, substituir o(s)
valor(es) de x na equacao e verificar se a igualdade é satisfeita.

As questdes seguintes devem ser resolvidas pelas duplas e depois comentadas
pelo professor em conjunto com a turma. A questdo 6 propositalmente ndo contém a
representacdo geométrica do problema proposto. Isso porque se espera que 0S
alunos leiam o problema, compreendam-no e, caso sintam necessidade, facam suas
proprias representacdes geométricas e algébricas, a partir dos conhecimentos
obtidos.

Nessa segunda parte, a simbologia algébrica estd mais presente e se torna
parte fundamental.

Por ultimo, o professor deve caracterizar as equacfes do segundo grau,
exibindo sua forma genérica: ax? + bx + ¢ = 0, onde a, b e ¢ Sd0 0s coeficientes reais,
com a # 0. E importante que o professor explique a diferenca entre os coeficientes e
a incognita e que os casos vistos anteriormente sdo obtidos quando se tem b = 0 ou
c = 0. O professor pode, ainda, pedir que os alunos retornem aos exercicios e
identifiguem os coeficientes.

Mais do que as respostas dadas pelos grupos, o professor deve avaliar o

desenvolvimento individual dos alunos e se o0s mesmos estao associando o contetdo
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e adquirindo as percepcdes e conhecimentos necessarios para dar prosseguimento
as atividades. Se necessario, mais exemplos devem ser propostos para garantir a

compreensao.

3.2.3. Atividade 3: trinbmios quadrados perfeitos

Na terceira atividade serdo estudados os trinbmios quadrados perfeitos.
Recomendamos a divisdo da turma em grupos de trés a quatro alunos. Cada grupo
devera receber um kit com 4 pegas — dois quadrados distintos e dois retangulos iguais
nos quais cada lado possui a mesma medida dos lados dos quadrados (figura 27) —

e uma folha com as questdes.

Figura 27 — Representacdo das pecas que compdem o material da Atividade 3

a b b
Fonte: Autoria prépria
A atividade tem por objetivo possibilitar a compreensao do conteudo por meio

do calculo da area de quadrados, estabelecendo relagces entre a area do todo e da
soma de suas partes.

Assim como na atividade anterior, utilizaremos o recurso a geometria, devido a
presenca desse campo no desenvolvimento desses estudos no decorrer da historia.
Isso pode ser visto, por exemplo, nos Elementos de Euclides onde, ainda que o autor
nao faca uso de notacdo algébrica, podemos encontrar demonstracfes geométricas
para os trinbmios quadrados perfeitos — que provam a igualdade entre areas
retangulares.

O professor deve iniciar a atividade pedindo que os alunos manipulem o
material e fazer, junto com eles, observacfes e constatacdes sobre as relacdes
existentes entre as pecas. Ao fim desse debate, os alunos devem compreender que
os retangulos sédo iguais e a medida do lado maior é igual ao lado do quadrado maior;
e a medida do lado menor é igual ao lado do quadrado menor.

Em seguida, os grupos devem resolver as seguintes questdes:
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1) Utilizando as 4 pecas que recebeu, monte um quadrado.

2) Calcule as areas pedidas e preencha a tabela:

a) Se o quadrado maior tiver lado 7 e o quadrado menor tiver lado 3, qual

sera a area dos quadrados e dos retangulos?

b) Se o quadrado maior tiver lado 2 e o quadrado menor tiver lado 8, qual

sera a area dos quadrados e dos retangulos?

c) Se o quadrado maior tiver lado 13 e o quadrado menor lado g, qual sera

a area deles e dos retangulos?

d) Se o quadrado maior tiver lado x e 0 quadrado menor lado 2, qual sera a

area deles e dos retangulos?

e) Se o quadrado maior tiver lado z e o quadrado menor lado z — 4, qual

sera a area deles e dos retangulos?

f) Se o quadrado maior tiver lado a e o quadrado menor lado b, qual sera a

area deles e dos retangulos?

Tabela 2 — Tabela a ser preenchida pelos alunos na 22 guestéo da Atividade 3

Area do Area do Area do Area do
quadrado maior | quadrado menor | retangulo 1 retangulo 2
a)
b)
c)
d)
e)

f)

Fonte: Autoria propria.

3) Supondo os valores da questdo anterior para os lados do quadrado maior e

do quadrado menor, preencha a tabela.

Tabela 3 — Tabela a ser preenchida pelos alunos na 32 questéo da Atividade 3

Medida do lado do Area do quadrado montado
guadrado montado

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Fonte: Autoria propria.

4) Expliqgue como vocé calculou a area dos quadrados da questédo anterior.
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Na primeira questdo, os alunos devem montar um quadrado, utilizando as 4
pecas que lhes foram dadas. A figura 28 apresenta algumas configuracdes de

montagem.
Figura 28 — Configuragdes de montagem do quadrado

Fonte: Autoria prépria
Na segunda questdo, sdo dadas medidas para os lados dos quadrados e

espera-se que os alunos — a partir das discussodes iniciais — compreendam que
essas também sdo as medidas dos lados dos retangulos. Assim, por exemplo, quando
0 quadrado maior tiver lado 7 e o menor lado 3, os retangulos, que sao iguais, terdo
lados 3 e 7. Os alunos devem calcular a area dos quadrados e retangulos e preencher
a tabela. Observe que nos dois primeiros itens sdo atribuidos valores numeéricos para
o lado dos quadrados. Em seguida, atribui-se valor numérico para um dos quadrados
e valor desconhecido para o outro — valor este que é representado por uma letra.
Com isso, espera-se que os alunos compreendam, primeiramente, a relacéo entre a
representacdo geométrica da area — como a soma das partes que a compde — e a
representacdo numérica e, aos poucos, cheguem a relacdo geral (a + b)? = a? +
2ab + b?.

Na terceira questdo, eles devem determinar o lado e calcular a area do
guadrado montado, supondo as mesmas medidas dadas na questdo anterior. Na
guestdo seguinte, eles devem explicar o método que utilizaram para obter a area dos
guadrados.

Observe que ha duas formas de calcular a area formada. Tomemos como
exemplo o exercicio onde o quadrado maior tem lado 13 e o menor tem lado g. O
guadrado formado pela unido das quatro pecas tera lado 13 + g. Assim, sua area sera
(13+ g)? = g%+ 26g + 169. Pode-se, também, calcular a area total do quadrado a
partir da soma das areas das partes (g% + 13g + 13g + 169), obtendo o mesmo

resultado.

70



Figura 29 — Representagéo geométrica da expresséo g% + 26g + 169

13 g
13 169 13g
g 13g g°

Fonte: Autoria prépria
Cada uma das formas de se calcular deve ser explicada pelo professor,

estabelecendo a equivaléncia genérica (a + b)? = a? + 2ab + b? e mostrando como
se identificar e fatorar um trindbmio quadrado perfeito. Durante esse processo, 0
professor pode exibir exemplos de trinbmios que ndo possam ser fatorados como
guadrados perfeitos, incentivando os alunos a discutirem e justificarem o porqué disso.

Concluidas as discussfes e explicacdes a respeito das trés questbes, o
professor deve dar atengcdo especial aos itens ¢, d e e. Quando igualadas a um valor
real, as expressfes obtidas nesses itens representam equac¢cdes do segundo grau
completas. Assim, o professor deve mostrar aos alunos como resolver as equacoes
do segundo grau através da fatoracao do trinébmio quadrado perfeito.

O quadro 11 apresenta as equacdes do segundo grau obtidas ao se igualar as
expressoes dos itens ¢, d e e a 0, 16 e 25, respectivamente, bem como a forma de

resolvé-las através da fatoracao.

Quadro 11 - Resolucao das equac¢des do segundo grau pelo método de fatoracéo do trinbmio
gquadrado perfeito

Equacéo do 2° grau Fatorando o primeiro Extraindo a raiz quadrada Solucdes
membro da equacéo dos membros
g*+26g+169=0 (g+13)?=0 g+13=0 g=-13
x’+4x+4=16 (x+2)2=16 x+2=+4 X, =—-2+4=2
X,=—2—4=-6
4z* — 16z + 16 = 25 (2z—-4)*=125 2z—4 =145 . _4+5 9
o2 2
_4-5 1
Z, = > =

Fonte: Autoria prépria
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Novamente, ressaltamos a importancia de se discutir com os alunos a
existéncia de até duas solucdes para esse tipo de equacédo e de verificar as solucdes.
A compreensédo desse conteudo € pré-requisito fundamental para o método de
completar quadrados que serd visto na proxima atividade. Por isso, recomendamos
gue o professor esteja atento ao desenvolvimento individual dos alunos e, se sentir

necessidade, trabalhe mais exemplos.

3.2.4. Atividade 4: completando quadrado

A presente atividade tem por objetivo proporcionar a compreensao do método
de completar quadrado, por meio de procedimentos geomeétricos e algébricos.

O método de completar quadrados para a resolucado de equacdes do segundo
grau esteve presente na matematica de diversos povos no decorrer da evolucao
historica dessas equacgdes. Os procedimentos babildbnicos de “cortar e colar’
consistiam em manipular uma regido retangular e completa-la, para que fosse
transformada em um quadrado. Uma vez que a area desse quadrado era conhecida,
era possivel determinar a medida de seu lado e descobrir um valor desconhecido.
Séculos mais tarde, esse método também foi usado pelos hindus — cujos
procedimentos para resolucdo das equacfes do segundo grau eram aritméticos e
algébricos — e pelos arabes — como Al-Khwarizmi, que fazia uso de procedimentos
algébricos e “demonstragdes” geométricas.

Cada um desses momentos histéricos reflete diferentes necessidades,
interesses e contextos para o desenvolvimento das equacdes do segundo grau. Os
enunciados dos problemas babilénicos possuiam carater geométrico. Assim, €&
possivel que, para esse povo, as equacdes do segundo grau tenham surgido a partir
de uma situagéo real (o célculo de areas retangulares) e se desenvolvido a partir do
aprofundamento de problemas dentro da prépria matemética. Os hindus tinham
grande interesse pela astronomia. Assim, para eles, as equacdes do segundo grau
eram uma ferramenta para resolver problemas pertinentes a essa éarea de
conhecimento. Al-Khwarizmi, por sua vez, classificou e desenvolveu métodos gerais
e demonstracfes para a resolucdo dessas equacoes, o que reflete um interesse em

desenvolver a matematica como area de conhecimento.
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Essas diferentes necessidades para o desenvolvimento do método de
completar quadrado — e o estudo das equagdes do segundo grau, como um todo —,
podem ser mencionadas pelo professor, para que os alunos compreendam que essas
equacOes surgiram de necessidades reais.

Para a realizacdo dessa atividade, que sera dividida em duas etapas, sugere-
se a divisdo da turma em duplas ou trios

Na primeira etapa, cada aluno deve receber uma folha com o seguinte
exercicio:

1) Complete o quadro:

Quadro 12 — Quadro a ser preenchido pelos alunos na 12 questdo da Atividade 4

Representacdo geométrica Representacdo Representacdo algébrica (Equacéo
da area numérica da area gue representa a area da figura)
. 4 A figura possui

areaigual a 20

x 4 Completando o

quadrado, a figura

passa a ter

| area:
4 |
X A figura possui
2,5 areaigual a 39
2,5
X X
2,5
2,5
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Representacdo geométrica Representacdo Representacao algébrica (Equacéo

da area numérica da &rea que representa a area da figura)
P x Completando o
2,5 quadrado, a figura
| 25 | passa a ter
area._
X X
|25

Fonte: Autoria prépria.

Nessa primeira etapa, 0s alunos devem observar as representacOes
geomeétricas das areas, seu valor numeérico e determinar sua representacao algébrica
— isto &, deverdo determinar a equacao que representa a area das figuras. Para tal,
eles devem calcular a area das partes (quadrados e retangulos) que compdem a
figura.

Em um primeiro momento, os grupos devem debater entre si o preenchimento
do quadro. O professor deve solucionar duvidas, tomando o cuidado de ndo entregar

as respostas. A colunas 2 e 3 devem ser preenchidas conforme mostra o quadro 13.

Quadro 13 — Preenchimento das colunas 2 e 3 do quadro da 12 questdo da Atividade 4
Representacdo numérica da area Representacao algébrica (Equacéo que

representa a area da figura)

A figura possui area igual a 20 x2+8x =20

Completando o quadrado, a figura passa a ter x2+8x+16=36
area: 20+ 16 = 36

A figura possui area igual a 39 x?+10x =39

Completando o quadrado, a figura passa a ter x?+10x+ 25 =39+ 25 =64
area: 39+ 25 = 64

Fonte: Autoria prépria.

Finalizado o preenchimento do quadro, o professor deve debater com os grupos
os procedimentos adotados por eles, os resultados obtidos e explicar o método de
‘completar quadrado”, comparando as representagcdes geomeétrica — na qual uma
figura composta por retangulos € completada e transformada em um quadrado — e
algébrica — que consiste em completar a equagao para esta possa ser fatorada em

um quadrado perfeito.
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Em seguida, o professor deve resolver, juntamente com os alunos, as equacdes
obtidas ao se completar quadrado (terceira coluna, terceira e quinta linhas), por meio
do método de fatoracdo de quadrados perfeitos, conforme visto na atividade 3.

Para a segunda etapa da atividade, cada grupo deve receber uma folha com
ilustracdes de quadrados e retangulos de medidas dadas, que deverao ser recortados
para serem manipulados pelos alunos. Os alunos devem registrar os calculos,
equacdes e resultados obtidos.

O professor deve expor no quadro cinco problemas, 0s quais seréo
apresentados e comentados a seguir.

1) A area formada por um quadrado de lado w e dois retangulos iguais de lados

3 ewtem 135 u.a. (unidades de area). Qual o valor de w?

Para a realizacdo dessa questédo, o aluno devera ter em méaos o quadrado e 0s
retangulos representados na figura 30.

Figura 30 — Representacéo das pecas para o 1° problema da Atividade 4

w 3 3

Fonte: Autoria prépria
O professor deve iniciar a resolucao do problema questionando os alunos sobre

a area do quadrado e dos retangulos e pedindo que eles escrevam a equacgao que
representa a area total (w? + 6w = 135).

Em seguida, o professor deve discutir com os alunos estratégias que podem
ser adotadas para completar o quadrado. Pode-se recomendar que eles observem as
figuras da folha utilizada na primeira etapa e tentem compreender o que possibilitou o
uso do procedimento naqueles casos. O professor deve, também, sugerir que eles
manipulem as pecas e tentem uma configuracado que permita completar o quadrado.
Com isso, espera-se que os alunos cheguem a configuracdo das pecas representada
na figura 31.
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Figura 31 — Configuracédo para completar o quadrado

w 3

Fonte: Autoria prépria
Completando o quadrado, adicionaremos a figura um quadrado de lado 3 e,

portanto, area 9. Dessa forma, a area da figura passa a ser w? + 6w + 9 = 135 + 9 ou
(w + 3)% = 144, de onde teremos w = +12 — 3. E importante o professor ressaltar que
existem duas soluc¢des, mas, por se tratar do lado de um quadrado, apenas uma delas
satisfaz o problema (w = 9). O professor deve recomendar que os alunos testem as
solucdes.
2) A area formada por um quadrado de lado x e um retangulo de lados 16 e x
tem 105 u.a. Qual a area numérica do retangulo?

Figura 32 — Representacdo das pecas para o 2° problema da Atividade 4

x 16

Fonte: Autoria propria
Apos os alunos determinarem a equacao que representa a area total da figura,

o professor deve chamar a atencao deles para o fato de que ha apenas um retangulo,
ao invés de dois como no problema anterior. Como, entdo, podemos obter dois
retangulos iguais? Para tal, basta dividir o lado de medida conhecida ao meio. Nesse
caso, dividindo o lado que mede 16 ao meio, obtém-se dois retangulos iguais de lados
8 e x. Sugere-se que o retangulo seja cortado ao meio para que os alunos possam
manipula-lo.

Obtidos os retangulos iguais, os procedimentos seguintes sdo semelhantes ao

do problema anterior. Teremos x = 5 e a area numérica do retangulo sera de 80 u.a.
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3) Da area de um quadrado de lado y, foram retirados dois retangulos iguais de
lados 6 ey, resultando em uma area de 28 u.a. Qual deve ser a medida do

lado do quadrado?

Figura 33 — Representacéo das pecas para o 3° problema da Atividade 4

b% 6 6

Fonte: Autoria propria
O terceiro problema difere dos dois anteriores por se tratar de uma retirada, isto
€, uma subtracdo. Assim, a equacdo que representa o problema é y% — 12y = 28.
Dessa vez, os retangulos seréo posicionados sobre a area do quadrado, simbolizando

a retirada, conforme mostra a figura 34.
Figura 34 — Representacdo geométrica da expresséo y? — 12y

> 6

Fonte: Autoria propria
Duas observacOes a respeito dessa configuracdo precisam ser feitas: o

guadrado completado (em cinza) tem lado y — 6, pois de ambos seus lados foram
retiradas seis unidades; os retangulos se superpdem, dessa forma a area quadrada
de lado 6 é subtraida duas vezes. Portanto, para compensar essa retirada, devemos
repo-la acrescentando sua area (36) a expressdo y? — 12y.

Assim, a equacao que representa o problema deve ser escritacomo y? — 12y +
36 =28 + 36 ou (y — 6)? = 64. Logo, temos y = +8 + 6. Como o problema trata do
lado de um quadrado, tem-se y = 14.
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4) Da area de um quadrado de lado z, foi retirado um retangulo de lados 4 e z,
resultando em uma area de 21 u.a. Qual a area (numérica) original do

quadrado?
Figura 35 — Representacdo das pecas para o 4° problema da Atividade 4

4 4

Fonte: Autoria prépria

Para a realizacdo dessa atividade, o aluno deve cortar o retangulo ao meio, de
forma a obter dois retangulos iguais de lados 2 e z. Feito isso, a resolucao do problema
e semelhante ao anterior.

5) A area formada pela juncéo de um quadrado de lado p e dois retangulos, um

de lados p e 3 e outro de lados p e 5, resulta em uma area de 86 u.a. Qual

deve ser a medida do lado do quadrado?

Figura 36 — Representacéo das pecas para o 5° problema da Atividade 4

p 3 5

Fonte: Autoria propria

Nesse problema, a presenca de dois retangulos pode levar o aluno a erronea
conclusao de basta posiciona-los na base e no lado do quadrado para se completar o
guadrado. Por isso, o professor deve chamar a atencao dos alunos para o fato de os
retangulos serem distintos e que € necessario iguala-los. Para tal, deve-se recortar
um retangulo de lados 1 e p do retangulo maior e uni-lo ao retangulo menor. Dessa
forma, serdo obtidos dois retangulos de lados 4 e p. Os procedimentos seguintes sao

semelhantes aos das questdes anteriores.
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3.2.5. Atividade 5: apresentando a féormula resolutiva

No Brasil, a criagdo da formula para a resolugdo das equacgdes do segundo
grau é erroneamente creditada ao matematico hindu Bhaskara. Ainda que tal
matematico possuisse um método generalizado para resolver o analogo a uma
equacdo deste tipo nos termos da matematica de sua época, ele ndo possuia
simbolismo para os coeficientes e, por isso, ndo pode ter criado a formula (ROQUE,
2014, p. 178).

N&o se sabe ao certo quem, de fato, inventou a férmula. Entretanto, sabemos
que essa invencao resulta dos estudos de diversos povos e mateméaticos ao decorrer
dos tempos. Expor isso aos alunos é importante para promover a desmistificacéo da
matematica e romper com a ideia de que os conceitos, formulas e definicdes resultam
de mentes que, aparentemente, criaram esses conceitos por pura genialidade.

Nas salas de aula, ndo € incomum que a formula resolutiva seja apresentada
aos alunos sem gue se explique de onde surgiu ou como foi obtida, de forma que eles
apenas a memorizam e reproduzem sua aplicacao.

Buscando romper com esse padrdo, a presente atividade tem por objetivo
proporcionar a construgdo da férmula, a partir da generalizacdo do método de
completar quadrado. Para tal, professor e alunos construirdo, juntos, um quadro
aplicando os procedimentos de resolucdo primeiro a um exemplo com coeficientes
dados e, em seguida, a equacgao genérica.

O quadro 14 apresenta o0 modelo a ser montado e preenchido pelo professor e

alunos.

Quadro 14 — Quadro a ser preenchido pelo professor e alunos na Atividade 5
Passos 2x2+32x—210=0 ax*+bx+c=0

Divida todos os termos da equacao por a

Tome a metade de S

Eleve ao quadrado

Some =
a

Extraia a raiz quadrada

Subtraia a metade de g

Fonte: Autoria prépria.
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Um primeiro olhar sobre o quadro pode gerar duvidas sobre a origem dos
passos determinados e como preenché-lo. Por isso, explicaremos passo a passo seu
preenchimento.

O processo deve ser iniciado com a resolucdo da equacéo 2x? + 32x — 210 =
0, pelo método de completar quadrado. O primeiro passo consiste em dividir todos os
termos da equacdo por a, para que o coeficiente de x? seja 1. Esse passo tem por
objetivo facilitar o processo de fatoragdo. Assim, dividindo os termos da equacao por

a, que nesse caso é 2, obtemos a equacdo x? + 16x — 105 = 0.2

Figura 37 — Representacio geométrica da expresséo x* + 16x e do completamento do quadrado

x 8 x 8
x X 2 8x x x 2 8y
I
]
I
I
I
I
3 Sx g 8x 64 |
I
I
I
I

Fonte: Autoria prépria

Para completarmos o quadrado algebricamente, basta isolarmos o termo
independente e somarmos 64 em ambos os lados da igualdade — ou ainda, podemos
somar diretamente 105 4+ 64 = 169 a ambos os lados. Dessa forma, obteremos a
equacdo fatorada (x + 8)2 =169 e x = —8 + 13.

O processo geométrico ndo é diferente. Como visto, em quadrados perfeitos,
bx resulta da soma de dois termos iguais — representados geometricamente pelos
dois retangulos iguais. Assim, no segundo passo, tomamos a metade de b, que nesse
caso é 16, obtendo 8. Para completarmos o quadrado, devemos multiplicar o valor
obtido por si proprio (terceiro passo). Essa multiplicacdo representa a area que
estamos unindo a figura original para completar o quadrado. No quarto passo,
somamos o valor obtido ao termo independente — o resultado dessa soma representa
a area do quadrado originado pelo completamento. Para descobrirmos as raizes,

basta tirarmos a raiz quadrada do resultado da soma — que nos fornecera o “lado do

3 A mesma equagcdo foi trabalhada na questdo 2 da atividade 4. Optamos por essa equacado para que
o professor e os alunos possam recorrer ao exercicio ja resolvido e a representacdo geométrica.
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quadrado” completado — e subtrairmos a metade de b — que uma das partes do lado
do quadrado perfeito.

Finalizada aresolucdo da equacéao, os passos enunciados devem ser aplicados
a equacdo genérica ax? + bx + ¢ = 0.

Quadro 15 — Quadro referente a Atividade 5 preenchido

Instrucbes 2x?2+16x—40=0 | Formagenéricaax?+bx+c=0
Divida todos os termos da | x2+8x—20=0 , bx ¢
x*+—+-=0
equacao por a a a
Tome a metade de 2 § =4 i
a
2 2a
Eleve ao quadrado 42 =16 b\*> b2
(Z) " 4a?
Some — = 16 +20 =36 b* ¢
a _
4a? a
Extraia a raiz quadrada V36 =46 b2 .
402 a
: b +6 —
Subtraia a metade de > t6—-4 b b2 ¢
2a 4a’? a

Fonte: Autoria prépria.
A equacgédo obtida na ultima linha da terceira coluna pode ser reescrita como

—b+vb2-4ac ~ 2 p S p
— . na qual a expressdo b“ — 4ac € chamada discriminante e é representada

pela letra grega 4 (delta).

Observe que embora tenhamos justificado geometricamente as instrucdes
descritas na primeira coluna, as mesmas descrevem procedimentos aritméticos —
conforme mostra a segunda coluna, onde os coeficientes da equacéo sao dados.

Apoés o preenchimento do quadro, sugerimos que os alunos resolvam alguns
exercicios novos e outros vistos em atividades anteriores, para que eles
compreendam que a férmula pode ser utilizada em qualquer caso e facam um
comparativo entre os diferentes métodos de resolugéo.

Os exercicios propostos pelo professor devem englobar situacées em que 4 <
0 (a equacado ndo possui solucdo real), 4 = 0 (a equacao possui uma solucdo)e 4 > 0
(a equacao possui duas solugdes). Sugerimos 0s seguintes exemplos:

x?+2x+9=0
x?>+26x+169 =0
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x2+10x+10=0
Caso sinta necessidade, o professor deve trabalhar mais exemplos que ajudem

os alunos a compreenderem a génese da formula e sua aplicagéo.

3.2.6. Atividade 6: soma e produto de raizes

A presente atividade tem por objetivo estabelecer as relacées da soma e do
produto das raizes da equagcédo com os coeficientes a, b e c.
A atividade consiste nas seguintes questodes:
1) Escreva as equacgdes na forma geral, encontre as raizes e preencha a
tabela:
a) x?2+4=4x
b) x? — 3x + 21 = 7x
c) 3x2 = —-5x+2
d)2x2—4x—-5=0
e) 13x2 = 117
f) 9x2+3x =0
g) x2+ 4x = -2
hyx2—-3=0

Tabela 4 — Tabela a ser preenchida pelos alunos na 12 questédo da Atividade 6
a b c b X, Xy + X, Xy * X,

a)
b)
c)
d)
e)
f)

)
h)

Fonte: Autoria prépria.
2) Vocé percebeu alguma relacdo da soma e do produto das raizes com o0s
coeficientes da equacao? Explique.
Em um primeiro momento, sugerimos que os alunos resolvam as questdes
individualmente, para que o professor possa avaliar o desenvolvimento de cada um e

solucionar duvidas.
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E importante que o professor incentive o uso de métodos variados, para que o
aluno nao se limite a um Unico método. Ressaltamos isso pois € comum que o aluno,
ou o proprio professor, faca uso exagerado da formula resolutiva, mesmo em casos
em que o uso da formula n&o é o procedimento mais rapido ou facil — como quando
se tem equacdes incompletas.

Os alunos deverédo preencher uma tabela informando os coeficientes, raizes e
asoma e o produto das raizes de cada uma das equacgdes. O preenchimento das duas
ultimas colunas da tabela requer apenas o uso das operacdes aritméticas de soma e
produto com ndmeros racionais e irracionais.

ApOs a realizacdo dos exercicios, em pequenos grupos, os alunos devem

debater os resultados obtidos e analisar a tabela. Em seguida, o professor deve
- . ~ ~ . b
auxiliar na formalizac&o dessas relacdes, explicando que x; + x, = ——eX Xy =

<
a

A compreensao dessas relacfes possibilita que certos tipos de equacdes do

segundo grau sejam resolvidas mentalmente.

A atividade deve ser finalizada com a exposi¢cdo equacdes no quadro, por

exemplo:
x?—4x+3=0
x2—3x—-10=0
x2+5x+6=0

O professor deve pedir aos alunos que tentem encontrar as solugdes

mentalmente e conduzi-los a algumas reflexdes de carater aritmético. Para a primeira
equacao, por exemplo, o professor pode auxiliar com os seguintes comentarios e
observacgoes:

e Pensem em dois numeros que somados resultam em —(—-4)=4 e
multiplicados resultam em 3.

e Observem que o resultado da multiplicacdo € positivo, entdo ambos o0s
nameros sdo positivos ou ambos sdo negativos. Como o resultado da soma
€ positivo, ambos 0s numeros sao positivos.

Cabe ressaltar que nem sempre é facil, sendo muitas vezes pouco possivel

calcular as raizes mentalmente, através de operacdes aritméticas, principalmente

guando estas sao fracionarias ou irracionais.
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3.2.7. Atividade 7: problemas

A sétima e ultima atividade consiste na resolugéo de seis situa¢gdes-problemas.
Essa atividade tem por objetivo mostrar aplicacdes para as equac¢des do segundo grau
e exercitar a capacidade de interpretar o que é pedido, transitando entre a lingua
materna e a linguagem matematica.

Sugerimos que a resolucdo dos problemas seja feita individualmente ou em
duplas, e cada um dos alunos receba uma folha com as questdes.

A seguir, apresentaremos cada um dos problemas, seguidos por comentarios.

1) Para revestir uma parede retangular de 12 metros de extenséo e 3,2 metros

de altura, Ana precisou de 240 azulejos quadrados iguais.

a) Quais a dimensao dos azulejos?

b) Sabendo que uma caixa contém 2mz2 de azulejos, quantos vém em cada
caixa?

¢) Quantas caixas Ana precisou comprar?

d) Se cada caixa custa R$15,00, quanto Ana gastou?

Para resolver o item (a), o aluno deve observar que se a dimenséo da parede
€ 12m x 3,2m, entdo sua area é 38,4m2. Chamemos a medida do lado dos azulejos
de x, entdo sua area é x?2.

Assim, foram usados 240 azulejos de area x? para cobrir uma parede retangular
de 38,4 m2. Podemos representar algebricamente esse problema pela equacédo do
segundo grau 240x? = 38,4, cujas raizes sdo 0,4 e —0,4. Como estamos tratando da
medida de um azulejo, temos que seu lado mede 0,4 metros, ou 40 centimetros.

Os itens (b), (c) e (d) resolvem-se a partir das seguintes constatacoes,

: N . : : . )
motivadas por operacGes aritméticas: uma caixa com 2m? possui 5 azulejos, pois Vi

24 . . ~
5; logo, foram compradas ?0 = 48 caixas; como cada caixa custa R$15,00, entdo, ao

comprar 48 caixas, Ana gastou R$720,00 (48 - 15 = 720).
2) Camila precisou de 22 metros de tela para cercar os quatro lados de um
terreno retangular. Sabendo que a area cercada tem 24mz, calcule os lados

desse terreno.
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Como o terreno possui forma retangular, seus lados opostos possuem a mesma

medida. Assim, podemos representar o terreno conforme a figura 38.

Figura 38 — Representacdo geométrica do problema 2

y

Y
Fonte: Autoria prépria

Para cerca-lo, foram usados 22 metros de tela, logo esse é o perimetro do
terreno. A partir disso, obtemos o seguinte sistema:

{2(x+y)=22 {x+y=11
x-y =24 x-y =24

Fazendo x = 11 — y e substituindo na segunda equacéo, obtemos a equacao
do segundo grau —y? + 11y — 24 = 0, cujas raizes séo 3 e 8. Assim, se y = 3, entéo
x=8.Esey =28, entdo x = 3.

3) Em um campeonato de futebol, cada time joga duas partidas contra os outros
times participantes, uma dentro e outra fora de casa. Se no campeonato
foram jogadas 380 partidas, quantos times participaram?

Determinar a expressédo que indica o numero de partidas jogadas pode néo ser
tao facil para os alunos. Uma estratégia que o professor pode adotar € construir, junto
com eles, uma tabela contendo a quantidade de times e o niUmero de partidas jogadas
e, a partir disso, determinar a expressao.

A figura 39 apresenta um diagrama que pode ser construido perante a turma,
onde os circulos representam os times e 0s tracos representam as partidas jogadas

entre eles.

Figura 39 — Diagrama representando as partidas jogadas pelos times

Fonte: Autoria prépria
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Para um numero n de times participantes, serdo jogadas n(n — 1) partidas.

Logo, para descobrir quantos times participara de um campeonato em que foram

jogadas 380 partidas, temos de resolver a equacdo do segundo grau n? —n — 380 =
0.

4) O indice de Massa Corporal (IMC) é um parametro internacional utilizado

para calcular o nivel de gordura de uma pessoa e saber se ela esta dentro

do peso ideal para uma boa qualidade de vida e saude. Ele é calculado pela

divisdo do peso (p), em quilos, pela altura (k) ao quadrado, em metros:

p
IMC=ﬁ

e O resultado do IMC indica a situagao do individuo:

Quadro 16 - indice de Massa Corporal

IMC Situacao
Menor que 18,5 Magreza
Entre 18,5 e 24,9 Normal
Entre 25 e 29,9 Sobrepeso
Maior que 30 Obesidade

Fonte: Adaptado de Zanin (2020).
a) Calcule seu IMC e determine sua situacao.
b) Pedro pesa 77,76kg e possui indice de Massa Corporal igual a 24. Qual a
altura e a situacéao dele?

A resposta do item (a) € pessoal. Os alunos devem calcular seus préprios IMC,
substituindo seu peso e altura na férmula, e determinar em que categoria se
enquadram.

Para realizacdo do item (b), basta substituir os valores conhecidos na formula,
obtendo:

_ 77,76
=3
Assim, deve ser resolvida a equacéo 24h? = 77,76, cujas raizes sdo 1,8 e —1,8.

Como a questdao trata da altura de um individuo, temos que Pedro tem 1,8 metros de
altura. Sua situacao pode ser determinada a partir do IMC dado, 24.

Para arealizacdo do item (a) desse problema, o professor pode, ainda, utilizar
uma fita métrica e uma balanca para obter a altura e o peso dos alunos, tornando a

aula mais dinamica.
86



5) Carla aplicou R$2000,00 em um banco no inicio do ano. Ao fim de cada ano,
0 banco incorpora, na conta de Carla, uma taxa de x por cento da quantia
aplicada no comeco de cada ano.

a) Qual expresséo indica a quantia que Carla terd na conta ao fim do primeiro
ano?

b) Qual expresséo indica a quantia que Carla ter4d na conta ao fim do
segundo ano, caso ela ndo retire nenhum valor?

c¢) Ao fim do segundo ano, Carla tinha em sua conta R$2420,00. Qual foi a
taxa anual da aplicac&o?

Caso os alunos nao estejam familiarizados com o que é uma aplicacdo ou ndo
recordem do conteudo de porcentagem, sugerimos que o professor solucione o item
(a) juntamente com a turma. A expressao que determina a quantia que Carla tera ao
fim do primeiro ano é dada pela soma do valor aplicado com o valor incorporado:
2000 + (2000 - x) = 2000 + 2000x.

No item (b), o professor deve chamar atencao para o fato de que nenhum valor
foi retirado e o valor 2000x foi adicionado. Assim, no inicio do segundo més, Carla
terd 2000 + 2000x para aplicar. Logo, a expresséo que determina a quantia que Carla
terd ao fim do segundo ano é 2000 + 2000x + (2000 + 2000x)x, que pode ser
reescrito como 2000x2 + 4000x + 2000.

O item (c) requer a resolucéo da equacéo do segundo grau 2000x2 + 4000x +
2000 = 2420, que podemos reescrever como 2000(x + 1)? = 2420, cujas raizes sdo
0,1 e —2,1. Logo, temos que a taxa é 0,1 (10%).

6) Existem varias regras para determinar a dosagem de remédios para

criangas, quando a dosagem para adultos foi especificada. Abaixo, temos
dois exemplos dessas regras, onde | € a idade da crianca e d € a dosagem

para o adulto:

Regra de Young: %

(I+1)-d
24

Regra de Cowling:

a) O Bisolvon € um remédio indicado para o tratamento de doencas dos
brénquios e ajuda a dissolver o catarro e facilitar a expectoragéo. A dose

diaria recomendada para adolescentes acima de 12 anos e adultos é de
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24mg.Qual sera a dosagem recomendada para uma crianca de 3 anos,
de acordo com a Regra de Young? E de acordo com a Regra de Cowling?

b) Em que idade a dosagem do remédio, de acordo com essas regras, sera
igual?

A resolucao do item (a) consiste na substituicdo dos valores de | e d por 3 e 24,
respectivamente, e na resolucdo da expressédo. Dessa forma, a dosagem diaria do
remédio para uma crianca de 3 anos pela Regra de Young sera de 4,8 mg. Ja pela
Regra de Cowling, a dosagem diaria sera de 4 mg.

Para resolver o item (b) € necessario igualar as expressdes e realizar o
processo de multiplicacdo cruzada. Dessa forma, sera obtida a equacéo 1> — 111 +
12 = 0, da qual teremos |, = 1,23 e |, = 9,77. Arredondando os valores, teremos que

as dosagens serédo iguais para criancas de 1 e 10 anos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente, o presente trabalho proporcionou uma reflexdo sobre o ensino da
aritmética, da geometria e da algebra no Brasil. O breve levantamento historico sobre
0 ensino da matematica no pais, mostrando o espaco ocupado por cada um dos
campos citados e a relevancia que os mesmos foram adquirindo ao decorrer dos
tempos, revelou a importancia dessa area de conhecimento em uma sociedade em
expansao politica, econdmica e tecnoldgica. Além disso, possibilitou a percepcéo de
que uma aprendizagem matematica efetiva requer — mais do que conhecer os
conceitos — conhecer as aplicacbes da matematica e compreender como o0s
conteudos se relacionam entre si e com outras areas de conhecimento.

Ainda que, na teoria, muito se tenha falado sobre um ensino de matematica que
contemple os diversos campos, ndo € incomum nos depararmos com curriculos e
livros didaticos que valorizam um campo, em detrimento de outro. Como
consequéncia dessa discrepancia de tratamentos muitas vezes o0s alunos nao
desenvolvem plenamente o raciocinio referente a um determinado campo e nédo
conseguem estabelecer as devidas relacdes entre os conteados matematicos que
lhes séo ensinados.

A motivacdo para o desenvolvimento da sequéncia didatica se deu a partir da
percepcédo de que as equacdes do segundo grau séo tratadas, na maioria das vezes,
de forma puramente algébrica, consistindo apenas na repeticdo dos procedimentos
da férmula resolutiva, de modo que os alunos, além de se depararem com diversas
dificuldades durante o processo de aprendizagem, ndo veem aplicabilidade para o
conteudo e acabam por considera-lo sem utilidade.

A andlise de alguns momentos que compdem a evolucdo historica das
equacOes do segundo grau foi importante por diversos motivos. Primeiramente,
possibilitou o contato com diferentes tratamentos e contextos para essas equacgoes.
As diferentes abordagens acabaram por revelar o papel da aritmética e da geometria
na construcdo dessas equacdes, dessa forma, justificando e reforcando a
necessidade de se ensinar esse conteudo, em particular, integrando os trés campos.
Além disso, a analise promoveu a desmistificacdo da origem da férmula resolutiva,
uma vez que mostrou que a mesma nhao resulta dos estudos de apenas um
matematico.

Dessa forma, foram buscadas alternativas, dentro da histéria da matematica e
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da proposta de integracdo, que possibilitassem romper com o molde tecnicista de
ensino dessas equacdes. A inclusdo de elementos aritméticos e geométricos
possibilita que, no decorrer da sequéncia, sejam apresentadas diferentes formas para
se representar e resolver essas equagbes. Nossa preocupagdo com diferentes
representacfes para um mesmo problema baseia-se no fato de que nem sempre 0s
alunos compreendem com facilidade os simbolismos matematicos. Dessa forma,
buscamos na Geometria um recurso a mais para a construcao dos conceitos.

Com a proposta de sequéncia didatica, pretendemos que o professor amplie
sua visao sobre as equagdes do segundo grau, e promova um ensino que contemple
mais do que a aplicacdo da férmula. Com isso, esperamos que os alunos tenham
contato com diferentes contextos para o estudo desse contedudo, bem como
compreendam suas aplicacfes, tanto dentro da prépria matematica, quanto em outras
areas de conhecimento. Além disso, com nossas propostas de trabalho em grupo, uso
de materiais didaticos e adoc¢ao de uma dinamica que valorize o dialogo, discusséo e
reflexdo, esperamos que os professores repensem a forma tradicional como as aulas
de matematica costumam ser ministradas — onde o professor transmite o conteudo e
os alunos o recebem — e deem um papel mais ativo aos alunos na construgéo dos
conhecimentos.

Embora nosso objetivo inicial consistisse na aplicacdo da sequéncia didatica
em uma turma de 9° ano do ensino fundamental, 0 mesmo n&o pode ser feito devido
a pandemia do virus COVID-19, a necessidade de isolamento social e o fechamento
das escolas. Sabemos que apenas a teoria ndo garante o sucesso das atividades
propostas. Por isso, pretende-se, futuramente, dar continuidade a essa pesquisa,

aplicando-a e enriquecendo-a com a andlise dos resultados da aplicacéo.
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APENDICE A — Método Alternativo para a Resolucdo de Equacdes Quadraticas

Embora exista mais de uma maneira de se resolver uma equacéo do segundo
grau — pelo método de fatoragado, completando quadrado, realizando manipulagdes
algébricas em equagdes incompletas, entre outros — 0 método mais usado em sala
de aula continua sendo a aplicacao da férmula resolutiva.

A invencédo da formula representa um marco no estudo dessas equacdes e sua
aplicacdo aparentemente simplifica o processo de resolu¢&o. Fizemos uso do termo
“aparentemente”, pois seu uso pode vir a simplificar o processo de ensino — uma vez
que, em muitos casos, o estudo das equacgdes do segundo acaba por ser reduzido a
aplicagao repetitiva da formula —, mas ndo necessariamente facilita a aprendizagem.
Ao fazerem o uso repetitivo da formula em questdes prontas, além de terem de lidar
com uma grande quantidade de simbolismos algébricos, os quais eles tém dificuldade
de compreender, os alunos se veem tendo de aprender um conteudo para o qual nao
enxergam nenhuma utilidade. Assim, a formula resolutiva da equacao quadratica, que
deveria ser uma ferramenta que auxilia a compreenséo do conteudo, acaba por se
tornar um empecilho para o entendimento do mesmo.

Loh (2019, p. 3) compara a resolucdo das equacdes quadraticas com as

equacdes lineares. Embora estas segundas possam ser genericamente
~ . b .
representadas por ax +b =0 e sua solucédo seja x = —-, € comum que sejam

resolvidas por procedimentos algébricos manipulativos, e ndo pela conexdao com uma
formula memorizada.

Em seu artigo “A Simple Proof of the Quadratic Formula”, o matematico Po-
Shen Loh apresenta um método alternativo para a resolucdo das equacdes do
segundo grau. Durante o estudo dessas equagdes, ndo € incomum que o professor
apresente aos alunos o método de fatoracéo e a busca por um par de niumeros, cuja
soma e o produto resultam nos coeficientes da equacao. O método descrito por Loh
sugere a substituicdo desse processo, que nem sempre € evidente, por outro
procedimento: parametrizar o par de nimeros por sua média, mais ou menos um valor
desconhecido comum (LOH, 2019, p. 4).

O procedimento pode ser aplicado a qualquer equacéo genérica do tipo x? +
bx + ¢ = 0. Assim, quando o coeficiente de x? for diferente de 1, se faz necessario
obter uma equacéao equivalente que satisfaca essa condicéao.

O primeiro passo desse procedimento consiste na fatoracdo da expresséao:
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x2+bx+c=(x—-R)(x—295).
Dessa forma, temos que R e S sdo as raizes da equacgdo. Aplicando a
propriedade distributiva na forma fatorada, obteremos a expressdo x? — Rx — Sx + RS,
de onde concluimos que R + S = —b e R - S = c. Dois nUmeros somam —b quando sua

média é —g. Seja z uma quantidade desconhecida tal que R = — g +zequeS =— g -

2 2

b b b b
z, teremos R-S = (—5+z) (—5—2) = 7—22. Logo, temos ¢ =7—zz. Uma vez

descoberto o valor de z, podemos obter as raizes, que serao _S + z (LOH, 2019, p.
2).

Para melhor compreendermos esse procedimento, tomemos como exemplo a
equacio 3x? — 18x — 48 = 0. Primeiramente, devemos transformar o coeficiente de
x? em 1. Para esse caso, basta dividirmos todos os termos da equag&o por 3, obtendo
a equacdo equivalente x? — 6x — 16 = 0. Assim, as solucdes serdo os dois nimeros
cujasoma é 6 e o produto é —16. Dois numeros somam 6 quando sua media € 3, logo,
as raizes procuradas sdo 3+ z e 3 — z, onde z € um valor desconhecido. Também
sabemos que o produto das raizes é —16, entdo (3+2)(3—2z) =9 —z? = —16, de
onde teremos que z = +5. Portanto, as raizes procuradas séo3+5=8e3 -5 = —-2.

Loh (LOH, 2019, p. 6) diz ndo ter encontrado, em suas pesquisas sobre a
Historia da Matematica e o estudo das equacgdes do segundo grau, um livro ou artigo
gue contenha esse método pedagdgico e justifigue, com precisdo, as etapas.
Entretanto, ele afirma que existem referéncias independentes que contém as ideias-
chave e podem ser adaptadas para o conseguir. Assim, € possivel que outros
matematicos tenham observado esse método, porém ndo compartilharam suas
descobertas ou, ainda, que os registros tenham se perdido.

De forma geral, os procedimentos descritos por Loh (2019) apresentam uma
alternativa para resolucédo de equacgdes do segundo grau que pode ser aplicada em
gualquer equacao, inclusive as com raizes complexas. Mais do que a memorizacao
da formula, esse método proporciona a compreensao do raciocinio algébrico por tras

dos procedimentos adotados.
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